flervariabelanalys, mve035 (vt08), instuderingsuppgifter och extrauppgifter

INSTUDERINGSUPPGIFTER

e Dessa uppgifter skall hjalpa dig vid inlarningen, de skall fungera som ett slags diagnostiskt prov:
(hur bra) kan du redan det vi har gatt igenom den gangna veckan? Forsok forst att I6sa uppgifterna
raknestugan och diskutera dem i smagrupp: ar I6sningen korrekt? fullstandig? bra nerskriven?
omstandlig? ar alla anvanda begrepp/satser klara?

Det viktigaste ar inte att du har en korrekt I6sning utan att du jobbar med uppgifterna! Diskutera dven
forelasningarna, repetitionsfragorna (de liknar teorifragorna pa tentan) och extradvningarna. Utnyttja
ovningsledaren!

e Tank pa att du maste trana att formulera dig, att skriva ner en l6sning pa ett acceptabelt sétt.
Uppgifterna ar eller liknar tenta-uppgifter.

e Gaigenom de medféljande losningarna (kritiskt), men forst efter det att du har forsokt.

Instuderingsuppgift 1 (derivata, gradient)

< . snl®) 48 xy =0 . . . . .
a) Arfunktionen f(x,y)=+ ¥ partiellt deriverbar resp. differentierbar i origo?
0, did xy=0

b) Lat F(x,y,z)= Sin(yex)—i- e¥r2rthz,

| vilken riktning avtar F snabbast i origo?
Ange en ekvation for tangentplanet till nivaytan Y: F(x,y,z)=1 i origo, forst direkt

(med F'), sedan genom att beskriva ¥ som en funktionsyta z= f(x,y) ndra origo.

Instuderingsuppgift 2 (kedjeregel, invers fkt.)

a) Lat u =arctan(xy), v:i for (x,y)eD={(x,y):x>0,y>0}.

Visa att tillordningen (x,y)+> (u,v) ér lokalt bijektiv i varje punkti D.
b) Bestam for (x,y)e D={(x,y):x>0,y>0} enlosning z(x,y) till problemet
(DE):xz, — yz\, =2 och z(x,x)= x°

b1) genom att Gverga till koordinaterna w, v fran a)
b2) genom att bestdmma en karakteristisk koordinat till (DE) (Iv7).

Instuderingsuppgift 3 (max-min-problem)

a) Bestam alla stationara punkter till f(x,y)=In[2x -1+ In[y|+ xy — x och deras karaktar.

1+2x+2y D

b) Bestam vardemangden till funktionen f(x,y)= 7 2
1+x"+y

D2
f—ﬂ?.
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Instuderingsuppgift 4 (dubbelintegral, trippelintegral)

a) Berakna volymen av den kropp som begréansas nedat av konen -
z=2+/x*+y* ochuppdtavsfaren x2+y?+(z—1)>=2 (“glassmangden™).

2
e

b) Berdkna dxdy ,dd D &r det omrade i forsta kvadranten som
) 'gyiezx +1i 4

X

begrénsas av kurvorna y =2¢ ", y=3e ", y=coshx och 2y =coshux.

¢) Berdkna volymen av kroppen {(x,y,z):—y <x<y<z<xP+y°< 1} :

d) Berékna den totala massan av kroppen {(x,y,z)0<y<2-z<x<2| déadess
X+y
2X+y+z-2

e) Berékna [[f L dxdydz .

lR3l+(x2 +2y2 +322>3

densitetar p(x,y,z)=

Instuderingsuppgift 5 (vektoranalys i planet)

2 3
a) Lt F:(4x+2y -1 4xy+2y —yj.

l—|—(2x—|—y2)2 ’ l—|—(2x—|—y2)2
Visaatt F ar konservativti IR’ och berikna det arbete som F utrattar da en

x=+e cost

partikel forflyttas langs spiralen C :{ ,0—>3r.

y=+esint

b) Berakna kurvintegralen j Larctandx —arctan<dy dar C dr den positivt orienterade
c
randen till det omrade i forsta kvadranten som begransas av kurvorna

x? +y? :l,x2+y2=4,y=x,y=\/§x.

Instuderingsuppgift 6 (vektoranalys i rummet)
A) Lat IF = (2x+ 2xy, x% + 2yz, y? +322).
a) Berdkna flodetav JF bort fran origo genom ytan x=+/4—y% -z2?, x>0.

b) Berakna flodetav ' ut genom sfaren x2+y?+z2=4.

c) Visaatt [ ar ett konservativt och bestdm en potential till F .
d) Berikna [ edr,dir C:te>(3(2+1), 1(22+1), 3(££ 1)), 1—>2,
C
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B) Lat F = (yCOS(x2 +y? +24)+ ze¥ —xCOS(x2 +y? —|rz4),l—xe"2+y2“2 )
a) Visaatt F har en vektorpotential (utan att berakna en sadan).
b) Bestdm en vektorpotential (0, p(x,y,z),q(x,y,z)) till F.

c) Dakurvan z=arccosx, 0<x<1, roterar kring z—axeln uppstar en rotationsyta S;
berdkna flodet av IF uppat genom S med Stokes sats, resp. utan Stokes sats.

EXTRAUPPGIFTER

1. Visa att for positiva reellatal x,y,z galler xyz=a°=(1+x)1+y)1+z)>1+a)’.

2. Ett platkarl har formen av ett ratblock. Platen i bottenytan kostar 2 6re/cm2 och i
de 6vriga fem sidorna 1 6re/cm2. Vilka matt skall kérlet ha for att rymma maximal volym,
da den totala platkostnaden uppgar till 36 6re?

3. lvilka punkter pd ellipsoiden ¥ : (x—y) +2y%+42z? =6 é&r det elektriska
faltet starkast, resp. svagast, da den elektriska potentialen i punkten (x, y,z) ar

D(x,y,z)=x2—~2y? +/622 (du skall alltsa bestimma de punkter p& Y
I vilka |— grad®(x, y, z)| antar sitt storsta, resp. sitt minsta varde).

4. Kroppen K begrénsas av xy-planet och ytan z =20 —2x* —3y?.

Genom K borras ett cylindriskt hal med z-axeln som borraxel och radien R.
Bestdm R s att den aterstdende kroppen har halften sa stor volym som K
(bortborrad massa = kvarvarande massa).

5. Berédkna ”exy*xzfyzdxdy d& D &r forsta kvadranten i xy-planet.

D
6. For vilken enkel, sluten C'-kurva C utrittar kraftfaltet 4
(xzy +y° —12y,24x - x® - 6xy2) det storsta arbete, 3
da en partikel forflyttas ett varv moturs lings C ? 2 follum Cantesi
]
7. Berdkna arean av omradet inom 6glan av kurvan , -
3 4 2 2 41 1 1 2 3 4
=23 )
C: ;tz , —1#te R (Descartes blad). 2]
T e '3'
o
8. Berdkna det arbete som kraftfaltet (2x +3y+ xe P 2x + 3y + ye)‘z*y2 ) utrattar
da en partikel forflyttas fran (0,0) till (z,0) langs kurvan y=sinx.
9. Berdkna ”j(xy + yz + zx)dxdydz, dar Q2 = {(x, ,2):x>0,y>0,z>0,x% + y? + 2° Sl}
Q
direkt resp. med Gauss' sats
[ledn: xy+ yz +zx =1div(x®y, y°z,z°x), eller xy + yz + zx = div(xyz, xyz, xyz) ].
10. Berdkna jln(1+ 3sin? x)dx [ledn: visa att j|n(1+ psin? x)dx = Zﬂmﬁ].
0 0
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svar till extrauppgifterna;

2. 2cmx2cmx 3em 3. storsti +(2v2,2+/2,0), minsti +(1,-1,0)
2
4. R= 8- |p4-80 5 27 6. ellipsen C: X +2~ =1
V6 33 P T
3 . . o . 2
7. % (hela losningen finns pa sid. 10) 8. 2+7*+ie” 9. 0.2

Losningsforslag till instuderingsuppgift !

a) f ar partiellt deriverbar i origo, ty f(h,O)];f(0,0) - O}_ZO =0—0 da -0 och

f(o’k);f(o’°)= O;O =00 d& k—0,alltsd £/(0,0)=f/(0,0)=0.Men f &rej

kontinuerlig i origo, ty t.ex. g&r f(x,x) ejmot £(00)=0 d& x g&r mot O:

H 3
f(x,x):ﬂf—2 —1 da (x,x)—(0,0), det medfor att 1 inte ar differentierbar i origo,
X

ty differentierbarhet medfor ju kontinuitet!

b) Svaren fas med gradientvektorn:
gradF(x,y,z)= (ye)C COS(yex)+ e AT o Cos(ye)‘)+ 27 ATz forrirraz ), alltsd ar
gradF(0,0,0) = (1,3,4) och vi far: F avtar snabbast i riktningen —(1,34) och tangentplanet

har ekvationen grad#(0,0,0)e(x—0,y—-0,z—0)=0, alltsd x+3y+4z=0.

Vi kan ocksa lokalt kring origo I6sa ut z:
e 22 =1 _sin(ye*) = z = 1(In(1-sin(ye*))—x—2y) = f(x,y) och tangentplanet f&s nu

som z= £(0,0)+ //(0.0)x+ £, (0.0)y dar gradf(x,y)=3(2= o) g b))

1-sin(ye ) ! 1—sm(ye")

alltsd gradf'(0,0)==%(1,3) och det ger samma svar som ovan.

Losningsforslag till instuderingsuppgift 2

! ! b X
U, y 1+x%)? Lrx?y? —2x A 13 i i Acti
a) |, s 2 = il * 0 ochu,var C* i D, inversa funktionssatsen ger pastaendet.
X y y ¥

bl) xz| - yz), = x(zju,, +z£v;)—y(z;u)’/, +z)v) )= ATl T 25z, =2vz =2, denna
differentialekvation har den allménna lésningen z(u,v)= In v+g(u) (gen godt. C*-funkt.),
dvs. (back to x,y): z(x,y)=1In3+g(arctan(xy))=Inx—Iny + f(xy) (f en godt. C'-funkt.).
Nuskall z(x,x)= f(x?)=x?, detger f(sf)=¢ ochsvaret z(x,y)=Inx—Iny+xy.

b2) Karakteristikor till (DE):a(x,y)z, +b(x,y)z, =c(x,y,z) &rlosningar till y'=%:

y'== = Iny=—Inx+k=v=xy=k;med v=xy ochtex. u=x blir
separabel diff.ekv.

xz, —yz, =x(z, - 1+z - y)=y(z,-0+z -x) = xz, —uz' =2 = z(u,v)=2Inu+g(v), allts
z(x,y)=Inx* +g(xy) (:)> 2g(t):l‘—lnt:>z(x,y)=|I’l)62+xy—|n(xy):|nx—|ny+xy (s.0.).
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Losningsforslag till instuderingsuppgift 3
){f’— 2_+y-1=0 Sol=l+l 31087y 1=(2x+1)(x-1)=0
a

x  2x-1 2x-1
fi=3+x=0=>y=7 "

X

det ger de stationdra punkterna (1,-1) och (—%,2). Deras typ avgors (ev.) m.h.a. den
kvadratiska formen Q(h,k)= flh? +2f hk+ fk*: fl=—==, [} =1, f} :;—21'

xx (2x—1)2 > Jxy
i punkten (1,-1): O(h,k)=—4h* + 2hk —k* = —((k —h)Y + 3k2) ar negativt definit,
i punkten (=3,2): Q(h,k)=—h?+2hk —1k? = ~(h—k)* + 2k?* &r indefinit,
darmed &r svaret:  (1,-1): lokal maximipunkt och (—%,2): sadelpunkt.

f/ 2(1+x2+y2)»2x(1+2x+2y) -0

x 2,2
b) eatey?f < x=1y (subtrahera!), det ger de stationdra punkterna
fr — 2(1+x2+y2)~2y(1+2x+2y) =0
Y (1+x2+y2)2
(-1,-1) och (4,4) med f(-1-1)=-1 och f(%,4)=2.0m viraknar med polara
koordinater s& ser vi att 0<|f(x,y) = L+ 2rcolsgo+; 2rsing) < 1+24r <2<1 da r>5.
+r r r

P& den kompakta cirkelskivan Q:x?+y? <25 (t.ex.)antar den kontinuerliga funktionen f
ett minsta och ett storsta varde (sats 4, sid. 41) och maste gora det i det inre av 2 (ty pa randen

ar |f]<1), allts& i en stationar punkt (ty f ar C*'), men de enda méjliga punkterna ar (~1,-1)
och (%%) (som vi visat ovan), alltsd &r —1 det minsta varde som f antar och 2 det storsta

vérde som f antar. Eftersom IR &r bigvis sammanhangande och 7" kontinuerlig sa antar f
aven alla varden mellan -1 och 2 (s.0.m.v., sats 6 sid. 42). Svaret ar darmed V', = [-1,2].

ANM.: | linjar algebra visas att for en kvadratisk form Q(h,k)= Ah* + 2Bhk + Ck* géller:

positivt definit 1 B >0 och 4>0 4 B alla >0
Q ar {negativtdefinit < ‘B C‘:AC—B2 >0 och 4<0 < egenvérdenatill[B C} ar-<alla <0
indefinit <0 ett > 0,ett<0

A B B
[egenvardena till {B C} ar rotterna till polynomet x‘,detsistagallerfbr godt. dim.].

ytan i uppg. 3a) ytan i uppg. 3b)
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Losningsforslag till instuderingsuppgift 4

a)

b)

d)

Berékna forst snittet mellan konen och sfaren, antingen genom att satta in x? + y? 2%22 (konen)

i sfaren, detger 1z°+(z -1 =2=2°-

1 Sz=%¢=..=2z=2, eller genom att satta in

5

z=2x%+y? =2r (konen)isfaren, detger r>+(2r-1)*=2=,"-4r=1 =>..=r=1,

Kroppen K = {(x,y,z):(x,y)eD, 2\x?+y? <z<1+4/2-x? —yz}, med D:x%*+y®<1,harda
volymen m(K)=”(l+ N2 —x? —yz)dxdy—”(Z x?+y° )dxdy = [pol. koord.]=

2z

:Ij'(l+\/2—r —Zr)rdrdqo 27[](r+r\/2—r —2r? )dr— [r ——(2 r) ‘3‘#} :%(4\/_ 3)

_ . u=oohr 0 1<u<? _ _
Gor variabelsubstitutionen , daavbildas D pa D" , funktionaldeterminanten
_ X <y<
4 4 sinh x —coshx :
.U, u, == — . - omradet D
ar [0 Ml=| 7 7 |=<(sinhx+coshx)=<"=1- (>0),
ol e e | T
alltsd blir [[—<—dxdy = [ o2 +1= yereet]= 12]
W)y e ye =, y
D D' 11 -
_321dd_1| Ml 2 _ 1 3 05 /
—'[J.m u V—E[nV]z[nULZEInZInE.
21 -

0804068 08 1 12
o

x2+y2

Kroppens volym &r j”dxdydz = H( j dz}dxdy = ”(\/xz + % — y)dxdy =
K D ¥ D

1

05

l
omrédet D: = [pol. koord.] :I z(l—singo)d¢dr:§(§—x/§).
0

hmt___1>g

-0% 05

Kroppens massa ar m p(x,y,z)dxdydz = H ( I s dz]dxdy =

2-x
2

15 :[J

1

dz=Inf2x+y+z-2] =IU(x+y)(|n 2x— |n(x+y))dy]dx =

1
2x+y+z-2

amradet D
y=x

[(x+y) (In2x - |n(x+y))+1(x+y)] dx =

2

o 0 y=0
2
0

06

(xz—'”—zxz—%x Jdx =2- 4z |

Valj som uttdmmande foljd ellipsoiderna K, : x* + 2y* +3z° <n”:

x=rsin@cosp 0<r<n
I _jjju—g)dxdydz_ med \/—y—rSII’IHSIngD blirK! :10<6<7 |=
+v +2y°+
\3z=rcos6 0<p<2r
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2z n
= [[[ 2% r?sin0drdodyp = %[ coso; [sarctan(*)]; = 4xasms® | darmed fés
000

1 —1i _ 222 . 5
jjj'l+(x2+2y2+322)3 dXdde - ,!,I_I;Eln - ﬁ ) Svar: \/ETC
9

Losningsforslag till instuderingsuppgift 5

a)

b)

"Upptack™ att ' &r konservativt, antingen genom att visa

i(4xy +2y° —yJ _ 4y(1+ (2x +y2)2)— (4x+ 2y? —1)4y(2x+y2) _ i( 4x +2y* -1 j
o\ 1+ e+ 52 ) i+ (2x+ 2 ) S\ L+ (20 +92)
eller genom att bestdmma en potential @

. Ax+2y? 1
- 1+(2)c+yz)2 _1+(2x+y2)
Arbetet kan da berdknas som "potentialskillnaden"
di(— Ve, O)— @(1,0)= %(In(l +4e77)~In5+arctan2 + arctan(Ze‘%" ))
eller genom att valja en enklare vag (FF & C* overallt), t.ex. strackan langs x-axeln:
y =0,x=t, 1—>—/e*  , arbetet ar d&

_3z

jﬂd = 1[In(1+42)—arctan(27)];" :%(In(l+4e‘3”)—In5+arctan2+arctan(2e‘37”)) som ovan.

1+4¢2

> = D(x,y) = %In(1+(2x+yz)z)—%arctan(2x+y2)+ f(»), f =0 duger.

0.5

kurvan ar en spiral:

N ) 02 04 08 08 1
Naturligtvis anvénder vi Greens formel (F = (P(x,y),Q(x,y)) = (%arctan%, —arctan f) ar Clien

oppen mangd som innehaller omradet D som delmangd, orienteringen (positivt = moturs) ar den
ratta; tyvarr &r ' ej konservativt (da vore kurvintegralen langs oD noll):

27 Omradet D:
J-de+Qdy:II(Q;—Rf)dxdy:II(TyQ—H )dxdy =[pol.koord]= 15
| - 5
=IJ(’i‘“‘” L) rdrde = j[ Cos @ — go] dr = .
1 0.6
5 044

024
=£((%—%)—(%—%),—%)dr=%—%- i RS
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Losningsforslag till instuderingsuppgift 6 A)

a) Ytan Y &rden "hogre hemisfaren" x°+ y* +z° =4, x> 0. Parametrisering av Y (t.ex.
(0,9) > 2(sin@cosg, sindsingp, c0sP),0< 0 < 7, — 2 < ¢ < 2) skulle leda till besvarliga integraler.
Men om vi ldgger till ytan D:y* +z°<4 i yz-planet, s a&r Y U D begransningsyta till kroppen
K: x*+y*+z*<4,x>0 (normalen utdt!) och vi kan anvanda Gauss' sats:

Gauss

[[Fends=([IFends+|[IF emds = [[[diviFdxdydz = [[[20+y+4z)dxdydz,

YuD

alltsa J;J‘FondS+J;5|.Fo(—l,O,O)dS2J‘[ j(1+y+4z)dedydz,

=0 p& D D 0

-0
= ”F ends = 2”(1+ y+4z)y4—y* — 2% dydz =[pol. koord.] =
Y D

272 2 3
= 2_”(1-1— rcos+4rsing)Na—r*rdrdp = 2-2ﬂjrv4—r2 dr :4ﬂ[—§(4—r2)2]2 :321”.
00 0

0

b) Nu kan du anvanda Gauss direkt: ytan Y :x?+y? +z? =4 &rrand till klotet K med radien 2,
alltsa ar ”F ends = jﬂdivﬂfdxdydz = mz(1+ y+4z)dxdyd: .
Y K K

Gauss

Fortsatt som ovan (da inser du direkt att du far ett dubbelt sa stort flode), eller rakna med

rymdpoléra koordinater:
2z

72
[[[20+ y +4z)dxdydz = 2 [ [ (L+rsin Ocos g + 4rcos 0) 2 sin O drd 6d g = =[integrera forst map. ]
K 000
47[!
0
c) Riknaut rotF =(2y-2y,0-0,2x—2x)=0,detgeratt FF arkonservativti RR3.
En potential far vi genom att 16sa differentialekvationen gradeg = IF :
P = 2x+2xy:>¢(x,y,z)=x2 +x2y+(p(y,2)
U
=x"+2yz = X+ (y,z)= Z)=vz+gl(z =>dx,1,z)=x"+xYy+yz+z
g, =x"+2y P+, (v2)= 0y 2)= ¥’z +g(2) #x,y.2)=x"+x’y+y’z+2°
U
g =y"+3" = Pl(x,y)=y"+g'(z) > g(z) =2
Darmed har vi naturligtvis &n en gang visat att /& ar konservativt.

2
(r2sin @+ 21°sin 20)drd 6 =[integreranu m.ap. 6] =4z - 2J.r2dr =8r-2=5r,
0

O ey N

d) Kurvintegralen ar da enligt ¢) ("arbete = potentialskillnad"):

[ edr=p(r(2)) - §(rV) = $(5.3,.3)- 4(1.1,0) =152.
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Losningsforslag till instuderingsuppgift 6B)

a) divIF =—2xysin(x? + y? + z*)+ 2xze* """ 4 2xysin(x? + y? + z*) = 2xze” ' =0,
alltsd har FF en vektorpotential.

b) Sok A= (0, p, g) sdatt rotA = (q’y _p;,_q;,p;):F’ dvs
q; _p; = yCOS(xz —|—y2 +Z4)+Zex2+y2+zz
—q. =—xcos(x? + y* + z%)

1 x24y24z2

{q()c,y,z)—%sin(x2 + %+ 24)+ u(y,z)
= =
p(x,y,z)=x-1e +v(y,2)

XZ +y2+22

p.=1-xe

2 2 2 2 2 2
= 4, - P ZyCOS(xz +y° +z4)+u; +zet VT =) :ycos(x2 +y? +z4)+ zet T =
=u,—v.=0;véal] u=v=0.Detgerossdd A= (Ox 1pxteytest 1Sin(x2+y2+z4))_

c) Flodet ar F =”F endS (n "uppat"!).
S

Berékning med Stokes sats:

F = [[rotAends = [Asdr= [(0dx+ pdy+qdz) =
S a8 Iz
z=0=>dz=0

- {0”S'x2 +y% =1, moturs’

2z

= j(c03¢——)c03¢d¢ _[““’52"’ 2cosp)dp=r1 .

0
Berékning utan Stokes sats

Eftersom ”F o1dS = H F ondS + ”F *(0,0,~1)dxdy =[ Gauss!] =

SuD

|x=cosg,
y=sing, dy =cospdp,

0—2> Zn} =

:mdldexdydz:O [&K = S U D], sagaller [med D:x?+y? <1]:

F= ”F ondS——”F (0,0,-1)dxdy = ”(l xe' )a’xdy - ”xe" " dxdy = [pol. koord.]

2z
2

=r— Ijrze’ cosedrdep =1 .
00

svar: |A=10 20— sin(xt + )7+ 2*)), flodetar 7

Anm: Du kan berékna F direkt: W

Y ér funktionsytan z = arccos(\/x2 +y° ) (x,y)eD

och F :” FFe(-z/,—z!,1)dxdy = ... (pol. koord)!
Y

1-3

055

ytan S'i ¢):

-

—— ) =
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flervariabelanalys, mve035 (vt08), instuderingsuppgifter och extrauppgifter
ANMARKNING 1 omraden som ges i polara koordinater
Ldsning till extrauppgift 7:

Allmént: Ett omrade D i xy-planet som beskrivs med polara koordinater av

a<p<B,0<r< f(p) bliri ¢r—planet D"
061
051
0.4 0.5 /\/
] ' 0.4
YOS ? r037 D"
027 029
017 0.17

0 02 04 06 08 1

0 "ot 02 o)_'(s 04 05 08 phi

For arean av D fas da formeln som vi kanner redan fran inledande analys (f antas vara C°):

B fp) B
m(D) = dedy = [pol. koord.] = Hrdrdgo = J Irdrd(p =%j(f(¢))2d¢ :

3sing cosp e[

Ex: Descartes 6gla har den poléra framstéllningen » = 0,z], dess area ar

. 3
sin” @ +cos” ¢

1
alltsa 5

3
sin® p+cos® tan3¢+l) cos? o +tan® ¢

(M)Zd —gj‘&d Y I (generaliserad integral!)
in3 3 = 2 ( 2 Q= 2 2 g gral:).
0

O e VN

Men nu har du l6st uppgiften med Green forstas:

x=3—’3,dt=31+’_3’ . B
[[avdy =, ] w)de=| oD g 1f 0—tson [= —9[ 2l20) gy -
_ 3 (1) 312dt = du
y_ 1+£8
_ —l+2x _ 2 3 3
I (1+x)° I ((1+x> 2(1+ 5 )dx B 3[1+x 2(1+x>2}0 S

Lika bra gar ”dxdy [xdy eller (enklast?) ﬂdxdy:%(j( y)dx+xdy] Do it!

oD oD
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flervariabelanalys, mve035 (vt08), instuderingsuppgifter och extrauppgifter

ANMARKNING 2: rotationsytor

Dakurvan C: 0<y= f(x),0<a<x<b roterar kring x-axeln resp. kring y-axeln
alstras en rotationsyta Y som har parameterframstéllningen (C antas vara C')

Y: r=r(x,0)=(x, f(x)cos(p), f(x)sin(p)) , a<x<b,0< <27z (kring x-axeln) resp.
Y: r=r(x,p)=(xcos(p), f(x),xsin(@)) , a<x<b,0<p<27x (kring y-axeln).

a) Motivera detta och berdkna areaelementet av Y och arean av Y i bada fall.

b) Samma uppgift da kurvan gesav C:.r=r(t)=(x(¢), ¥(¢)), a—>b.

c¢) Berékna arean av den rotationsyta som uppstar da kurvan
y=arccos(x —1)++v2x—x?,0<x<2 roterar kring x-axeln, resp. kring y-axeln.

d) En torus bildas da cirkeln (x—a)® + y> =b?,0<b<a roterar kring y-axeln.
Berékna dess area (jmf 0 8.17).

svar.

a) dS = f(xW1+(f'(x)) dxdp, m(Y)= 27zj.y 1+ y'?dx (kring x-axeln),

b
dS = x1+(f'(x))’ dxdep, m(Y)= Zﬂjx 1+ "% dx (kring y-axeln) [med y= f(x)]
b) dS = yds resp. dS=xds, m(Y)=2z[yds resp. m(Y)=2zx|xds

[ds = /%% + y? dt; obs: kurvan skall ligga i forsta kvadranten; a) &r ett specialfall av b)]

c) ¥ regp. 2x

d) 4rab
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