Tentamen i flervariabelanalys for F1

(mve035), 07-01-19

uppg. 1

fla,y) =2 +y* - 2y =gradf (z,y) = (22,2y — 2) =gradf (1,2) = (2,2).

a) Tangentplanet har ekv. 2z = f(1,2) + f; (1,2) (z — 1) + f, (1,2) (y — 2) =
=142 —-2+2y—4dvs. 2o +2y —z=>5.

b) Riktningsenhetsvektorn &r v = % (
£ (1,2) =gradf (1,2) e v = (2,2) s &

c) Arean ir A = fo \/1 + (s () + (f] (z,y))dedy =

2, 1), riktningsderivatan alltsa
(

:ff\/1+4x2+4(y—1)2dxdydéirD:x2—|—(y—1)2SQ;
D

med polidra koordinater x = rcosp, y — 1 = rsin e blir det

2m V2 31V2
A= [ [ VI rdrddp =2 [§5 (1+4%)7] " =5 (27— 1) =%z,
0 0

’svar: a)2r+2y—z=5 b)i5 <) l%ﬂ‘

uppg. 2

— 93 _ 2
{u—%ﬁ i , Q={(z,y) : x>0, y >0}

v =322+ 23
d(’U,, U) . 'U,; ’U,‘/y _ 6372 f6y _ 9 o )
Ty~ | ol | =] 6a oy |30 Hay) > 0for (zy) €0,

Eftersom u, v dr C! i  si ger inversa funktionssatsen att tillordningen
(z,y) — (u,v) dr lokalt bijektiv i varje punkt i Q. Kedjeregeln ger
fr = fuuy + frv, = 622 f, + 6 f]
fy = fuwy, + fovy = —6yf), +6y°f, } -
v fo—af, =6 (z*y* +ay) f,, = 36 (222 +ay) = fl,=6=
f(u,v) =6u+g(u,v)= f(z,y) =6 (23:3 —3y2) +g (33:2 +2y3) =
f(2,2) = 1228 — 1822+ ¢ (322 + 22%) = 2423 = ¢ (302 + 243) = 1822 +122° =
g(t) =6t = f(z,y) =6(22° — 3y?) + 6 (322 + 2%).

[f(z,y) =12(@" +3°) +18 (2 —47) |




uppg. 3
Kroppen K = { 2,9, 2) /12 + 2 <z<\/8—a2—y } begriansas nedat av

konen z = y/22 + y2 och uppat av sfiren x? + 32 + 22 = 8, skiirningen mellan
dessa ir cirkeln 22 + y? = 4, z = 2; densiteten ir p (7,y,2) = |ryz|.
Massan dr M = [[[ p(z,y, z) dedydz =[pga symmetri] = 4 [[[ zyz dzdyd=z

K K

dir Ky = {(z,y,2) € K : x > 0,y > 0}, alltsa

N o
M=4[[ J xyzdz dxdy:[pz{ ;>-Byy§>40 ]:
Do\ Ve >0,y

4ff$ ( — a2 —y?— (x2 + y2)) dzdy =[pol. koord.] =

D
3 2 -
4 [ [r¥sinpcosp (4 —1r?) drde = [—cos2¢]¢ [r* — §r0] =2 (16 — 32).
00 E——
Eller du réknar med rymdpoldra koordinater r, 6, ¢: K/, : 0<0< %
2

73 sin? 6 cos @ sin ¢ cos 0r2 sin Odrdfdy =

o%%

O —

M =4 [[[zyz dedydz = 4
Ky

r® V8 sin* 0 i sin? o
:4{7]0 [ 4 }0{ 2 }

[N RN o

o
|eslis

svar: —«

uppg. 4

Losning 1 (med Lagranges multiplikatormetod):

Vi soker det storsta/minsta virde som ® = 6zy — z® antar under bivillkoret
g(x,y,2) =22 +y*>+ 22— 5=0: gradg = 2 (z,y, 2) # 0 pa sfiren, alltsa giller
for max/min-punkterna att grad® = Agradg (®, g ar C*), dvs.



(1) 6y=2\x
2 6x = 2\ = 0=A(22—-9%) = z=yellerz=—y:

fall o=y z=y=0 = z=+5, +(0,0,/5)
llz=y p=

(1) 3) ger (\/I \ﬁ _2>
0 5 (kandid.) 2°\/ 2»
{ Jh
2

fall 2: x = —y, zy # 0 ﬁ A=-3 ? 22 =2z = 21/2:{(2)

= 222 = { o och det ger (\/g,—\/g, 2)
9=0 1 (kandidaterna)
(Vih
20\ 2»
D& har vi allt: sfiren Y : 22 + 32 + 22 = 5 dr kompakt, ® #r kontinuerlig,
antar alltsa ett storsta och ett minsta virde pad Y och dessa maste finnas bland

(£ (0,0,/5)) = +5v5, (j: (%,ié,@)) — 415, @ ((\@ \@,—2»

o(-h-yE ) - o((yE-y12) - o((y1VE2)
—11. Det minsta viirde resp. det storsta virde som ® antar pa Y ar alltsa —15

resp. 15 och eftersom ® dr kontinuerlig pa Y och Y bagvis sammanhingande
sd antar ® #ven alla viirden mellan —15 och 15 (s.o.m.v.).

Losning 2: 16s ut z = £4/5 — 22 — y? ur bivillkoret och bestém det storsta/minsta
3

virde som 6zy F (5 — % — yg) 2 antar pa D :a?+y? <5

Vi riknar forst med z = /5 — 22 — 42 och f (z,y) = 6zy — (5 — 2% — y*) :

I) inre (stationiira!) punkter:
1

7 o2 2\2
fo=by+3z(5-= y)f—()} :>(yfz)(27m>:02
fé7f7;

fé:6x+3y(5—x2—y2)220
fall 1: z = y: f, =3z (2+ V5 —222) =0 = 2 = 0,det ger kandidaten (0,0).
fall 2: v #£y: 2—/b—22—9y2 =0 = 22 +9y? =1 f,:joy:fa:,detger

kandidaterna =+ (\/g, f\/g)
IT) randpunkter: pa randen y = +v/5 — a2, — VB <x <5 ar
f(z,y) =h(z) =+6zv5—2?:h' (z) = =6 (\/5 —x% - \/%) =

5—x
= :&:ﬁ (5 —22?) = 0, det ger kandidaterna =+ (\/g, + %)

N

A=

3
Helt analogt fas for z = —/5 — a2 —y2 och g (z,y) = 6zy + (5 —x* —y?)?
kandidaterna (0,0) och =+ (\/g ) \/g) (inre punkter), ingen skillnad pa randen.



f (g) ar kontinuerlig pa D, D &r kompakt, alltsi antar f (g) pa D ett storsta och
ett minsta viirde, dessa méste finnas bland f (0,0) = F5v/5, f (:I: (\/g, —\/g>) =

11, g (£ (\/5/3) = 11 F (£(/3%/3)) = 15 och £(V5,0) =
£ (0, \/5) = 0. Eftersom f (g) &r kontinuerlig p4 D och D dr bagvis samman-
hiingande si antar f (g) #iven alla viirden mellan —15 och 15.

Losning 3: (enklast?) riikna med sfiriska koordinater = = v/5sin 6 cos ¢,

Y= /5 sin 6 sin Y, z = /5 cos 0: bestim det storsta/minsta viirde m/M som

0<p<2r
_ 294 _ 3 3 . SP>

F (p,0) = 15sin? @ sin 2 — 5v/5 cos® § antar pa Dy : 0<f<n

F' &r kontinuerlig pa Dy, Dy dr kompakt och bagvis sammanhéngande, alltsa &r

Vo = Vg = [m, M]. Berdkning av m, M (som i 16sning 2):

I) inre (stationdral) punkter:
F("D=3OSin29cos2<p:0 @6{%,%,‘1
Fj =1 (2sin2¢p + V5cosf)sin20 =0 [ 620«

IT) randpunkter:

F(0,0) = F(2m,0) = —5v/5c0s% 0, F (p,0) = —5v/5, F (p,7) = 5V/5, minsta

resp. storsta viirde som F antar pa randen #r alltsi —5v/5 resp.5v/5, alltsi

finns m, M bland £5v5, F(3,3) = F(2,3) = 15, F(3F,3) = —15,

F (%,arccos :/—%) =F (%’T,arccos \7—%) =5 (3 (1 — %) + %) =11 och

F (Sf,arccos %) =5 (—3 (1 — %) — %) = —11, alltsd m = —15 och M = 15.
[svar: [—15,15] |

uppg. o

a) Filtet F = (P,Q) = (3332y2 + #0% 2y + 2ye‘y4) ar C% i R,

P} = 62y = Q,, alltsa &r F konservativt i R*.

b) Vi kan inte ange en potential explicit (integralerna [ sing. 1o och 1l ye*y4 dy

1+x2
#r ej elementéra), men vi kan vélja en enklare viig fran (—2,2) till (2, —2),

=t
t. ex. strickan C : { t

y=—t' 2 -1, 2; det sokta arbetet ldngs ellips-

2
bagen #r dé lika med arbetet lings C = [Fedr = [ F(r(t)er (t)dt =
C -2

2 .
=[r(t)=(@1,-1)]= j; (3t4 +gnt 4ot 4 2te_t4> dt =

2
fi‘ttz och te=t" #r udda, t* #r jamn] =2 [5ttdt =2 [t5](2) =64.
0

[svar: a) ja b) 64]
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