Tentamen i flervariabelanalys for F1
(mve035), 07-03-16

uppg. 1

F (z,y,2) = (Inz + zz) cos (y) arctan (y + 2) , F, = (1 + z) cos (y) arctan (y + z) ,

r_ g cos(y)
F, = (Inz + z2) ( sin (y) arctan (y + z) + H(Hz)g) ,

F! = cos (y) (xarctan (y+2)+ IT(ZTZ?) = gradF (1,0,1) = (%, 5, =F2).

a) F(1,0,1) = T2 £ 0, implicita funktionssatsen ger (F &r C! i en omgivning
till (1,0,1)) att F'(x,y,2) = § = F (1,0, 1) lokalt kring (1,0, 1) definierar
en C' funktion z = f (x,y), kedjeregeln ger

%F(m,y,f(x,y)) = %—I; +0+ %—f% =0, alltsa f, = —%, analogt fas

| : s
fo= —F—Z, ddrmed har vi f, (1,0) = _WQT-Q och f; (1,0) = _%—&-2'
b) Tangentplanet har ekv. z = f(1,0) + f; (1,0) (x — 1) + f; (1,0) (y — 0) =
:1f%z+ﬂ2—_"f27 Q%Ty, dvs. 2mz +2y+ (n+2)z =37+ 2.
Alternativt kan du berikna tangentplanet som

gradF (1,0,1) e (x — 1,y — 0,z — 1) = 0.

¢) Ipunkten (1,0, 1) viixer F snabbast i riktningen gradF (1,0, 1) :(g, %, ”TH)
svar:

a) f, =22 f,==% b)2ra+2y+(r+2)2=37+2 c) 2m,2,7+2)|

uppg. 2

Y :r(uv) = (u2,2vsinu,20cosu), D:u?+0v%2<1, v>0. Dar

€y ey e,
7, (u,v) X 7l (u,v) =| 2u 2vcosu —2vsinu | =4 (v, —ucosu,usinu),
0 2sinu 2cosu

arean av Y dr da m (Y) = [[ |7, (u,v) x 7/, (u,v)| dudv =4 [[ Vv? + u?dudv =
D D

4
r2drdy =3

o

s
[polira koordinater] = 4 [
0

. 4
svar: 3
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Ytan i uppgift 2

uppg. 3

Vi skall bestimma det storsta och det minsta virde som f (z,y) = zy? antar
under bivillkoret g (z,y) = 2%+3*—1 = 0: gradg = (2, 2y) # (0,0) (pa cirkeln
g = 0), enligt Lagrange giller d& i extrempunkter gradf = Aggradg for ngt. Ao:

fr=v% = Xogh = 2o

[y =22y = Xog, = 2Xoy  yfi—zf)
bivillkoret ger d& x? = 1 eller 322 = 1, vi har déirmed kandidaterna =+ (1,0)
och + (%,:I:\/g) f &r kontinuerlig, cirkeln ¢ = 0 dr kompakt, alltsd an-
tar f pa cirkeln ett storsta och ett minsta virde, dessa méste finnas bland
f(£1,0) =0och f (i (%, i\/g)) = i?)%, de hogsta punkterna dr saledes

(%, :t\/g, %), de ligsta punkterna #r (\_/—%, :l:\/g, %)
En annan (enkel) l6sning fas med parameterframstéllingen

7 (t) = (cost,sint, costsin®¢t) av kurvan: max/min av h (t) = costsin®t,

t € [0,27], ger de hogsta/légsta punkterna pa kurvan:

B (t) = —sin®t + 2cos?tsint = sint(2 — 3sin®t) = 0 for 0 < ¢t < 27 ger kan-
didaterna sint = :l:\/g (cost = i%), sint = 0 (cost = —1), randpunkterna

(t=10,27) ger sint = 0 (cost = 1), alltsd samma punkter som ovan.

y3 = 22%y = y=0eller y? =222,

En tredje 16sning (den enklaste?) fis genom att lsa ut y? ur bivillkoret och
bestémma max/min av z = g (z) = z (1 — 2?), z € [~1,1] (kompakt!):
g (z) =1 — 322 = 0 ger kandidaterna :l:%, max/min finns d& bland

g(:l:l):Oochg(:I:%) ::I:%n-

. (=1 2 =2 1 2 _2
‘svar. (\/g,:lz\/; 3\/§) resp. (\/37:': 33 3)‘
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kurvan i uppg. 3

uppg. 4

Kroppens totala massa &r M (K) = [[[ p (2, y, z) dedydz;
K

K dr en uppochnerviind kon med spetsen i origo, obegrinsad upptill, integralen
ar dessutom generaliserad i origo. Vi viljer som uttommande foljd
K, : % <vVx2+y?<z<+4/n?—122—92 och beriknar

L =[[[ dedydz =|i sfiriska koordinater] =

n

[=JFNE

J of !7,2 C(jff;?ﬁﬂ)drdapde = 27 [arctan r]:zﬁ [colse]zz
=27 (V2 — 1) (arctann — arctan 1), alltsa &r M (K) = lim I, =(v2 — 1) n2.

’ svar: (ﬂ — 1) 2 ‘

uppg. o

F = (e$2+y2 cos z, (x + y) ez2, ewyz) ar C? i R3, definitionsméngden till

f(z,y) = Ve — e ¥ cosh (cos (z + 2y)) &r Dy = {(z,y) : 2% + y* < 1}, flodet
av rotF uppat genom ytan z = f(z,y) ir F = [[rotF e ndS (n uppat).
Y

al) Ytan Y ligger ovanfor zy-planet (z > 0), snittet mellan Y och zy-planet

ar cirklen C': 22 4+ y? = 1 genomlopt moturs (da 4r Y en orienterad yta med
rand) och Stokes ger F = [[rotF e ndS = [ F edr =
Y c

T = cost,dr = —sintdt
C: y =sint, dy = costdt 7Oi>27r
z=0, dz=0dt
27

= [ (—esint + (cost +sint) cost + 0) dt =
0



(—esint+ % + sintcost) dt =

. X 2
ecost + 3 + M + s”;i] =mn. Det kan du ocksa beréikna med Green:
0
F= ff(x+y ();)da:dy:m(Df):w.

a2) Y U Dy 4r rand till en Kropp K med utéatriktad normal (om vi véljer
ny = (0,0, —1) for D), Gauss ger [ rotFendS = fffdlv rotF) dedydz =

—

YUDf
=0, alltsa F' = ffrotF endS = [[rotFe(0,0,1) dS =
Dy
[rot F = ( e, e® — 2y Y cos z) O} =[f (1 - 2yezz+y2) dzdy =
Dy

127 1
[pol.koord.] = of of (r — 2r2sin <per2) dpdr = 27 [g}o =r.

b) F ir inte konservativt i R? ty kurvintegralen lings den slutna kurvan C
#r inte 0 enligt al), eller ty

rotF = ( 6P — 2y Y cos z) # (0,0,0) enligt a2).

|svar: a) 7w b) nej |

ytan Y underifr.



