
Tentamen i �ervariabelanalys för F1
(mve035), 08-01-17

uppg. 1
a) f (x; y) = xy + ex

4�y3 sin
�
x2 + y2

�
;

et = 1 + t+ t2

2 ::: =)
t=x4�y3

ex
4�y3 = 1 + x4 � y3 + :::

sin t = t� t3

3! + ::: =)
t=x2+y2

sin
�
x2 + y2

�
= x2 + y2 + :::

9>=>; =)

f (x; y)= xy+
�
1 + x4 � y3 + :::

� �
x2 + y2 + :::

�
= xy + x2 + y2 � x2y3 � y5:::

(vi tog bara med termer t.o.m. ordningen 5).

b) Taylorpolynomets entydighet visar att f 0x (0; 0) = f
0
y (0; 0) = 0, dvs. att origo

är en stationär punkt och att Q (h; k) = f 00xx (0; 0) + 2f
00
xy (0; 0) + f

00
yy (0; 0) =

= h2 + hk + k2. Den kvadratiska formen Q (h; k) =
�
h+ k

2

�2
+ 3

4k
2 är

positivt de�nit, det ger att origo är en sträng lokal minimipunkt.

c) För F (x; y; z) = z � f (x; y) gäller: punkten (1; 0; e sin 1) ligger på
nivåytan F (x; y; z) � 0 och F 0y (1; 0; e sin 1) = �f 0y (1; 0) = �1 6= 0
[f 0y (x; y) = x+ e

x4�y3 �2y cos �x2 + y2�� 3y2 sin �x2 + y2��],
implicita funktionssatsen ger då påståendet. Ytan z = f (x; y) nära origo:

svar:a) x2 + xy + y2 � x2y3 � y5 b) str.lok.minimipunkt

uppg. 2
F (x; y) = (P (x; y) ; Q (x; y)) =

�
x2 + y2 + x ln

�
1 + y2

�
; x2y
1+y2

�
, F är C1.

a) P 0y (x; y) = 2y +
2xy
1+y2 6=

2xy
1+y2 = Q

0
x (x; y) =) F är inte konservativt.

b) C1 : y = x2

2 � 2; � 2
x! 2; C2 : y = cos

�
�x
4

�
; 2

x! �2,

1



kurvan C = C1 + C2 är en enkel, sluten kurva = den positivt orienterade
randen @D till (det enkelt sammanhängande) området D, se �gur:

för att beräkna arbetet av F längs C kan vi alltså använda Green:R
C

Pdx+Qdy=
RR
D

�
Q0x � P 0y

�
dxdy =

RR
D

(�2y) dxdy =

=
2R
�2

0@cos �x4R
x2

2 �2
(�2y) dy

1A dx =[jämn funktion, symmetriskt intervall]=
= 2

2R
0

��
�y2

�cos �x4
x2

2 �2

�
dx = 2

2R
0

�
x4

4 � 2x
2 + 4� 1+cos �x2

2

�
dx =

= 2
h
x5

20 �
2x3

3 +
�
4� 1

2

�
x� sin �x

2

�

i2
0
= 2

�
8
5 �

16
3 + 7

�
= 2

�
8
5 +

5
3

�
= 2�49

15 .

svar: a) nej b) 98
15

uppg. 3
F = (P;Q;R) =

�
x� y + xy2z2; y � x+ x2yz2; z + x2y2z

�
är exakt ty

rotF =
�
R0y �Q0z; P 0z �R0x; Q0x � P 0y

�
= (0; 0; 0), F har alltså en potential U ,

dvs. F =gradU och då löser nivåytorna U (x; y; z) = const det givna problemet
dU = U 0xdx+ U

0
ydy + U

0
zdz = 0:

U 0z (x; y; z) = z + x
2y2z =) U (x; y; z) = 1

2z
2 + 1

2x
2y2z2 + f (x; y) =)

U 0y (x; y; z) = x
2yz2 + f 0y (x; y)

!
= y � x+ x2yz2 =) f 0y (x; y) = y � x =)

f (x; y) = 1
2y
2 � xy + g(x) =) U 0x (x; y; z) = xy

2z2 � y + g0 (x) !
=

!
= x� y + xy2z2 =) g0 (x) = x =) g (x) = 1

2x
2 + c

9>>>=>>>;
=) U (x; y; z) = 1

2

�
z2 + x2y2z2 + y2 � 2xy + x2

�
.

svar: (x� y)2 + z2 + x2y2z2 = c

uppg. 4
Vi sätter f (x; y) = x

p
1� y2 + y

p
1� x2, f :s de�nitionsmängd är

Df = f(x; y) : jxj � 1; jyj � 1g, Df är kompakt, f är kontinuerlig, antar alltså
på Df ett minsta värde m och ett största värde M och f :s värdemängd är då
Vf = [m;M ] ty Df är bågvis sammanhängande (s.o.m.v.).

2



I. Inre punkter (f är partiellt deriverbar i det inre av D, inre extrempunkter
är alltså stationära):(
f 0x =

p
1� y2 � xyp

1�x2 = 0

f 0y =
p
1� x2 � xyp

1�y2
= 0

()
p
(1� x2) (1� y2) = xy (> 0)

()
kvadrera

1+x2y2�y2�x2 = x2y2, alla punkter på cirkeln x2+y2 = 1 i första
och tredje kvadranten (xy > 0) är alltså stationära.

I dessa punkter är f (x; y) =
�

f
�
x;
p
1� x2

�
= x2 + 1� x2 då x > 0

f
�
x;�

p
1� x2

�
= �x2 � 1 + x2 då x < 0 ,

minsta/största värdet som f antar i dessa punkter är alltså �1.
II. Randpunkter:

x = �1 : f (�1; y) = �
p
1� y2

y = �1 : f (x;�1) = �
p
1� x2

�
: minsta/största vårde är �1. Alltså

svar: Vf = [�1; 1] så ser ytan z = f (x; y) ut:

uppg. 5
f (x; y) = � ln

p
x2 + y2 � 0 för (x; y) 2 D =

�
(x; y) : 0 < x2 + y2 � 1

	
.

a) Kroppen K = f(x; y; z) : (x; y) 2 D; 0 � z � f (x; y)g har volymen
m (K) =

RR
D

�
� ln

p
x2 + y2

�
dxdy = [generaliserad i 0] =

= lim
n!1

RR
Dn

�
� ln

p
x2 + y2

�
dxdy där Dn =

�
(x; y) : 1

n2 � x
2 + y2 � 1

	
:

In =[polära koordinater]=
2�R
0

1R
1
n

(� ln r) rdrd' = [part. int.] =

= 2�
h
� r2

2 ln r +
r2

4

i1
1
n

=) m (K) = lim
n!1

In =2�
�
1
4 � 0

�
ty lim

n!1
lnn
n2 = 0.

b) Ytan Y = f(x; y; z) : (x; y) 2 D; z = f (x; y)g har arean
m (Y ) =

RR
D

q
1 + (f 0x (x; y))

2
+
�
f 0y (x; y)

�2
dxdy = [generaliserad i 0] =

3



= lim
n!1

RR
Dn

r
1 +

�
� x
x2+y2

�2
+
�
� y
x2+y2

�2
dxdy, Dn som ovan:

An = [polära koordinater] =
2�R
0

1R
1
n

q
1 + 1

r2 rdrd' = 2�
1R
1
n

p
r2 + 1dr =

[part. int.] = 2�
�
1
2

�
r
p
r2 + 1 + ln

�
r +

p
r2 + 1

���1
1
n

[alternativt fås
R p

r2 + 1dr = [r = sinh t] =
R
cosh2 tdt =

R
1+cosh 2t

2 dt =

= t
2 +

1
4 sinh 2t =

1
2 (t+ sinh t cosh t) =

1
2

�
ln
�
r +

p
r2 + 1

�
+ r
p
r2 + 1

�
],

alltså m (Y ) = lim
n!1

An =�
�p
2 + ln

�
1 +

p
2
�
� 0
�
ty lim

n!1
1
n = 0.

svar: a) �
2 b) �

�p
2 + ln

�
1 +

p
2
��
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