Tentamen i flervariabelanalys for F1
(mve035), 08-01-17

uppg. 1

a) f(z,y) = zy +e” ¥ sin (2% + y2);

etzl—&—t—i-%... eV =1 pat — B
t::l)‘lfy?’
3
sint:t—g—, . = sin(m2+y2):m2+y2+...
’ t=x24y?2

fly=ay+(1+a* -y +..) (2 +y2 +..) =ay+ 22 +y> — 2% — 5.
(vi tog bara med termer t.o.m. ordningen 5).

b) Taylorpolynomets entydighet visar att f; (0,0) = f; (0,0) = 0, dvs. att origo

dr en stationdir punkt och att Q (h, k) = f/, (0,0) +2f, (0,0) + f, (0,0) =

= h? + hk + k*. Den kvadratiska formen Q (h,k) = (h+ §)2 + 3k2 ar
positivt definit, det ger att origo &r en stréing lokal minimipunkt.

c) For F(z,y,z) =z — f (z,y) giller: punkten (1,0,esin 1) ligger pa
nivaytan I (z,y,2) =0 och F) (1,0,esinl) = —f; (1,0) = -1 #0
[f) (z,y) =z + evt v’ (2y cos (2% + y*) — 3y*sin (2% + y?))],
implicita funktionssatsen ger da pastdendet. Ytan z = f (z,y) néra origo:

05
05 oo

ke

’ svar:a) 22 + xy + y? — 2%y> — ¢y b) str.lok.minimipunkt ‘

uppg. 2

2 2 2\ a® 1
F(2,y) = (P(2.9),Q(2.9) = (2* +4° + ol (1+9%), 5 ), F ar CL.
a) P;(z,y)=2y+ 121352 # 1%2’2 =@/, (z,y) = F #r inte konservativt.
b) Clty:§—2, -2579, C’yy:cos(%), 25 9,




kurvan C' = Cy + C ér en enkel, sluten kurva = den positivt orienterade
randen 0D till (det enkelt sammanhéngande) omradet D, se figur:

:
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omrddet D x
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for att berdkna arbetet av F' ldngs C kan vi alltsa anviinda Green:

[ Pdx + Qdy= [[ (Q; — P;) dedy = [[ (—2y) dady =
c D D

2 cos IF
=T (—2y) dy | dz =[jaimn funktion, symmetriskt intervall]=
— 2
2 \ =2,
_22 27 ¢0s T d _22 zt 202 1 4 1+cos de —
= ‘Of [—y]§72 T = {(T—x—&— - )x_
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uppg. 3

F=(P,Q,R)= (:c —y+xy?2?y — x4+ 2%y, 2 + w2y2z) ar exakt ty
rotF = (Rfy -Q.,P.—R, Q. — P;) = (0,0,0), F har alltsi en potential U,
dvs. F =gradU och dé& lsser nivaytorna U (z,y, z) = const det givna problemet
dU = Updz + U, dy + U dz = 0:

Ul (z,y,2) =2+ 2%y?2 = U(z,y,2) = 32>+ 32%y*22 + f (z,y) =

Uy (x,y,2) = 2®yz* + f, (x,y) Ly rtay? — fo(zy) =y—z =

!

fxy) =39 —ay+g(2) = Uy (z,y,2) =ay®2® —y+ ¢ (2) =
!
=z—y+ay’s? = ¢ (x)=2 = g(z)=122+c

= U (z,y,2) = % (22 + 22y?22 + y? — 2xy +x2).

svar: (z— y)2 + 22 +2%y%22 =c

uppg. 4

Vi siitter f (z,y) = 21/1 — y2 + yv/1 — 22, f :s definitionsmiingd &r

Dy = {(z,y) : |z| < 1,|y| <1}, Dy #r kompakt, f &r kontinuerlig, antar alltsa
pa Dy ett minsta virde m och ett storsta virde M och f:s virdemingd &r da
Vi = [m, M] ty Dy #r bagvis sammanhéingande (s.0.m.v.).




I. Inre punkter (f &r partiellt deriverbar i det inre av D, inre extrempunkter
dr alltsa stationdra):

{;%:"1_y2 i =0
~0

Y = TP =2y (>0
=vi-e \/q
= 1+ 2%y? —y? — 22 = 22y?, alla punkter pa cirkeln 22 +y? = 1 i forsta
vadrera

och tredje kvadranten (zy > 0) &r alltsa stationéra.
. f(x,\/l—x2)=x2+1—a:2 daz >0

Id kt =

essa punkter &r f (z,vy) { [l —vI—a2) = —a® —1+4+a’daz <0’
minsta/storsta viirdet som f antar i dessa punkter dr alltsad F1.
II. Randpunkter:

— 11 — )

z ; jj ;E;I:}:;:g{)) ; ;‘3:\/1177;/2 }: minsta/storsta varde dr F1. Alltsa

’svar: Vi =[-1,1] ‘ s& ser ytan z = f (z,y) ut

uppg. o

fzy)=—In\/22+y2 >0 for (z,y) € D= {(z,y): 0 <z?+y* < 1}.

a) Kroppen K = {(z,y,2) : (z,y) € D, 0 < z < f(x,y)} har volymen
m(K) = ff (—ln Vaz+ y2) dxdy = [generaliserad i 0] =

= lim ff( \/:z:2+y2)dzdy dir D, = {(z,y): % <a?+y? <1}

n—oo

2w 1
I,, =[polira koordinater|= [ [ (—In7)rdrde = [part. int.] =
01

1
=27 {—glnr—l—%} = m(K)= lim I, —277(7—0) ty hmlz—fzo.
b) YtanY:{(x y,z): (x,y) € D, z= f(x,y)} har arean

ff \/1 + (fL(x y)) (fz; (, y))Qd:cdy = [generaliserad i 0] =

:\»—-




2 2
= lim [[ \/1 + (—xﬂTyz) + (—#) dzxdy, D, som ovan:
Dn

n—oo

2w 1 1
A,, = [polédra koordinater] = f f A/ 14 T%?"drdgo =27 f Vr2 + 1dr =
1 1

o
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fpart. int.] =27 [L (/72 + 1+ (r+ V72 +1))] 4
[alternativt fas [/r2 + 1dr = [r = sinht] = [ cosh®tdt = [ 1reosh2t gy —

=1+ 1sinh2t =1 (¢t+sinhtcosht) =3 (In(r+vr2 +1) +rvr2 +1)],

alltsa m (Y) = lim A, =r (vV2+In(14++v2) —0) ty lim 2 =0.

svar: a) 2 b) 7 (vV2+In(1++v2)) | -




