Tentamen i flervariabelanalys for F1
(mve035), 09-01-14

uppg. 1

Sitt F (z,y,2) = 22 + %2+ y22 — 4. F(2,1,—1) = 0, punkten (2,1, —1) ligger
alltsd pa nivaytan Y : F (x,y,2) = 0.

gradF (z,y,2) = (22,292 + 22, 2yz + %) = (4,-1,-1),

tangentplanets ekvation dr 0 = gradF' (2,1,—1) e (z — 2,y — 1,2+ 1) =
=4,-1,-1)e(z—2,y—1,z+1)=4d0—-8—y+1l—z—-1=4z—y—2—-38.

svar:

uppg. 2

r(t,0) = (tcosh,tsinb, ).
€1 (55) €3
r, (¢,0) x v, (t,0) =| cos@ sinf 0 |=(sinf,—cosb,t),
—tsinf tcosf 1

arean av ytan Y : r=r(t,0), (¢,0) € D = {(z,y): <t< 2,0§9§7r} ar

1

2
2w

[L 17, (£.0) x 7y (£,0)| dtdd = [ [ \/sin20 + cos? 0 + £2dtdf = (*)

D % 0

=005 [ (VT2 +m (t+ VI+P))]; =
=5 (V5 em e vE) - i m (3 f)) =1 (B 4 (27)).
(*) Integralen [ V1 + t2dt berdiknas t.ex. med p.i.:

2
JVI+Rdt=tV1+ — [ Adt=tV1+1 — [VI+ 2+ [ dt...,
[eller med subst. ¢ = sinh z, eller med subst. t = tanx ...]

. T
svar: 2




uppg. 3

f(z,y) = 2% + y? + tan (zy) och g(z,y) = 2% + y? + 2tan (zy) ar C! i
en en omgivning till origo. Enklaste l6sningen fas med McLaurinutveckling
(tant =t + Ry (t), resttermen Ry (t) = t3B (t), B en begrinsad funktion):
f(z,y) =2° +y* + 2y + Rz (zy) och g (x,y) = 2® + y* + 20y + 2Rs (zy).

Det visar att origo dr en station#dr punkt till f och till g (inga z-termer, dvs.
forsta part. derivatorna &r 0 i origo) och for f &r

Q(h, k) = ;;:2(0, 0)h? + 2 vy (0,0) hE + f7 (0,0) k* =2 (h* + hk + kQ) =

= 2 ((h+ %) + %k2), denna kvadratiska form &r positivt definit, origo &r
saledes en (string) lokal minimimpunkt till f; for g &r

Q(h,k) = galrlr (0,0) h? + 2gzlcly (0,0) hk + gg/;y (0,0) k? =2 (h2 + 2hk + k2) =
=2(h+ k)2, denna kvadratiska form #r bara positivt semidefinit, men vi ser
direkt att origo &r en sadelpunkt till g, ty i varje omgivning Us : 22 +y? < 62 till

origo ligger punkter, t.ex. (g,O) och (% —%) med g (%,0) = (g)Q >¢(0,0)=0

och g (5,-3) =2 ((3)2 — tan ((%)2» < ¢(0,0) = 0 ty tant > ¢ (tan &r str.
konvex, dvs. y = tant ligger stréingt ovanfor tangenten y =t for ¢ € ]0, z D

Man kan &ven ridkna ut det:
fi =2z +y (1+tan?(zy)) =0 B
a) { f?; — 2y +x (1 —l—tan2 (xy) =0 = gra’df (070) - (070)7
dvs origo dr en stationéir punkt till f.

7 =24 2y? tan (zy) (1 + tan? (zy)) Forigo
vy = 2+ 222 tan (zy) (1 + tan? (xy)) 1 OHeO o , det ger

é/y =1+ tan? (zy) + 22y tan (zy) (1 + tan2 (xy)) i origo
Q (h, k) =2 (W + hk + 1) s.0..
gh =2z + 2y (1 + tan? (zy)) =0 B
g { g9y =2y + 2z (1 4 tan® (zy)) = 0 = gradg (0,0) = (0,0),
dvs origo #r en stationdr punkt till g.

gy =2+ 4y? tan (zy) (1 + tan? (zy)) Porigo o
g, = 2+ 4z tan (zy) (1 + tan? (zy)) =" 2 o , det ger
guy =2+ 2tan? (xy) + 4ay tan (zy) (1 + tan? (xy)) 1oLieo o
Q (h, k) = 2 (h? 4 2hk + k?) s.0..
[svar: a) lok. minimipunkt b) sadelpunkt |

uppg. 4

v (z,y,2) = (28 + ze™ — 2,0y —ye™ +y° + 2, —wz +y + 2°),

€1 es es
2] F) 9
rotv (z,y,2) = 2 2 2 _

@t we™ —z ay—ye + Ptz —wzty+ 2
= (0,-1+z,y — y?e™ — z?e™);



divo (z,y, 2) = 322+ +aye™+r—e™Y —aye™+3y* —2x+32° = 3 (m2 +12 + z2).
a) v ir ej konservativt i R3, ty v #ir C! och rotw (x,v,2) # (0,0,0) i R3ty z # 1.

dv 3% + €™ + zye™ x?e -1 o

— = y — y2e™V T — e — zye® + 3y? 1 s

dx —z 1 —z + 323
1 0 -1 11

=0 -1 1 |= ‘ 10 ‘ = —1 # 0, inversa funktionssatsen ger att
0o 1 0

v #r bijektivt lokalt i origo (v &r C1).

b) Sfiren S : 2% +y? + 22 = 1 &r randen till klotet K : 22 + 3% + 22 < 1,
med utatriktat enhetsnormalfilt N ir da flodet ut ur K (v ar C*)
[[ve NdSC: [[[ divv (z,y, 2) dedydz = [[[ 3 (22 + y? +Z)2dxdydz =
S xauss K K
[med rymdpolédra koordinater z = rcospsin6, y = rsinpsinf, z = r cos 6]
2r w1 |:

=3 [ [[r?-r2sinfdrdfde = 3 [p]2" [~ cos 7]}
000

= =%

1
7"5:| _ 12w
510

svar: |a) v dr bijektivt lok. i origo, ej konservativt b) 127”

uppg. o

F (iI}, y) _ (P (IIZ, y) ’ Q (JB, y)) _ (sinh(xfy)fcosh(asfy)’ cosh(z—y)—sinh(z—y) ),

cosh(z—y) cosh(z—vy)
P(z,y) = tanh (z —y) = 1= -Q (2,9), P} (2,y) = ey = @h (@ 9), det
visar att F #r konservativt i R? (F &ar C! i R?) och det arbete som F utrittar

dé en partikel forflyttas lings C: 7= r(p) = <M Si““’) ™ % o 4r da

e e 74
A=®(Py) = ®(Py) diir @ s en potential till F, Py = 7 (F) = (4=, 74~ ) och
Py =r(27) = (5=,0). Berikning av ®:
o' = P(x,y) =tanh (x —y) — 1 ger ® (z,y) = In(cosh (x —y)) —x + f (y) och
¢, = Q(z,y) = —tanh(z —y) + 1 ger da f'(y) = 1, alltsa f(y) =y (+c),
alltsa ar @ (z,y) = In (cosh (x — y)) — (¢ — y) och
A= (5,0) = (A, A ) =In (cosh (54)) — .

Man kan #ven vélja en annan (enklare) viig fran Py till Py, ty A &r oberoende
av viigen, t.ex. tva striickor (via origo): C' = Cy + Cy dér
Ci:r=r()= (t,t),¥ L0och Cy:r=r(t)=(0),0 5 =

A= ; ((0=1)+(1—0))dt + T((tanht—l)—i—O)dt: ln (cosht) — )77 =
2v2 0

=In (cosh (i)) — % S.0..



084 Fol

lg/[an kan t.o.m. ridkna ut A direkt: A =

/ <(tanh (%) _1) . (Tv)+ (l_tanh(cw ¢>> (smw))dw:
=)~ (o) e (=) () - (39 ) o=

. . 2
— |[sme CO% +1In (cosh (7‘:05“";51““’)” = ,i +1In (cosh (%)) S.0.

) Ed
1

[ty (co;cp)/ o (sir;ap)l — (cosgp;sintp)/].

svar: |In (cosh (i)) - L

™

uppg. 6

Vi siitter Y : F (z,y,2) = 2% + y?2 +y2z?> —4=0och K, : 2% +y? + 22 < r2
Forst observerar vi att t.ex. K1NY = (ty |x2 +%2 + y22| <14+414+41=3<4)
och att K, NY # 0 for (t.ex.) r > /2 (ty t.ex. (2,0,0) € K, NY ). Vi skall nu
visa att det finns ett minsta R s att Kp N'Y # 0 och berdkna detta R (da &r
K,.NY =0 for alla r < R), dvs. vi skall 16sa problemet:

Bestim det minsta virde som funktionen f (z,y, z) = 22 + y? + 2% antar under
bivillkoret F (x,y,2) = 22 + y*2 + y22 —4 = 0.

Eftersom f #r C° si antar f ett minsta (och ett storsta) virde pa (t.ex.) den
kompakta méngden K 5 NY (F &r C°, Y alltsa sluten). Vi ger tva losningar:
Lésning 1 (med Lagrange, f och F ir C1):

rz=0

Qyz = —2% = —y?
== y = +z = (y2:0eller3y2:0), altsh x = y = z = 0, men
F(0,0,0) # 0, da giiller alltsa i lokala extrempunkter gradf = AgradF dvs.

gradF (z,y,2) = (2x,2yz + 22, 2yz + y2) =(0,0,0) < {

2x = \2x

=0eller \=1
2y = A (2yz + 22 :>{x .
) 2(y-2) = A2 ~17) = Az 9) (= +9)



fall 1.1: y =z och x = 0:
bivillkoret ger 23 = 4 och kandidaten (O, /2, \3/5) , f (07 V2, \3/5) =2+/4.

fall 1.2: y = z och = # 0: da &r A = 1 alltsa 2y = 3y?, dvs. y = 0 eller y = %
y = 0: bivillkoret ger kandidaterna =+ (2,0,0), f (2,0,0) =4 > 2V/4.
y= %: bivillkoret ger 22 = 4 —2y3 = 47% och f(z,y,2) = 47;—$+2'% =

=4+ 28218 > 4. Alltsa minsta véirdet hittills 2v/4.

fall 2.1: y # z (da &r —2=A(y+2) #0!) och = 0:

y=X(2yz+2%) = w=—E (yz+z(y+2) =

y+2) =—yz—z@y+2) = —yz=(y+2)"
Bivillkoret ger yz (y + 2) = — (y + 2)° = % =4 = \=+/2o0ch
funktionsvéirdena &r da 0+ 32 + 22 = (y + 2)° —2yz =3 (y+ 2)> = 3- % =
:3-%\/1:6\3/§>2\3/41(ty3>\3/§).

fall 2.2: y# zochax #0: dddr A=1o0och 2=y + 2z :
u=yz+z2(y+z2)=yz—22 = yz=2(y+2)=—4,
bivillkoret ger 22 = 4 — yz (y + z) = 4 — 8: gar ¢j.

Minsta virdet dr allts 24 = R? dvs. R=+/ 24 = 2%

Lésning 2: Vi eliminerar x (bivillkoret ger 2 = 4 — y2z — y2?):

Bestdm det minsta viirde som h (y, z) = 4 —y?z —yz2 +y?+ 2% antar pa omradet
D = {(y,2) : 4z + yz* < 4} (leder till liknande rikningar som ovan):

I. Inre punkter:

hi =2y —2yz—22=0
Y — = 2— 2: —
{hlz:%_gyz_yzzo = 2-2) =2y =(-y(z+y).

fall 1: y = 2: 2y — 3y*> = 3y (2 — y) = 0 ger kandidaterna (0,0) och (%, 2)
((%, %) inre punkt i D ty y%z +yz? =2- (%)3 < 4).

fall 2: y# 2: dadr 2=y +2,2y —2yz— 22 =2y —yz—2(y+2) =0 =
yz = —4,men sddana punkter ligger inte i D ty yz (y + 2z) = 8 > 4.

I1. Randpunkter:

Sok minsta viirdet av h (y, 2z) = y? + 22 under bivillkoret

9y, 2) =y*z+yz® —4=0:

gradg (y,z) # (0,0) (s.o. gradF # (0,0,0), x = 0 !), allts& giller i lokala ex-
trempunkter gradh = Agradg dvs.

{RIABrts) —2u-9-2G-nG+.

fall 1:y = z: bivillkoret ger y = /2 och h (\3/5, \3/5) =924,

fall 2y # 21 da dr —2 = A(y+ %) och 2y = —yf_z (yz+zy+2z2) =
(y+z)2:—yz S )\zxs/iochy2+z2=(y+z)2—2yz:

bivillkor, se 16sn.1

=3(y+2)° =3 & >2V4

svar: R =/2V/4 =26 se figurerna pa niista sida:
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Ytan med klotet Projektion i yz-planet

omradet D i16sn.2 (rott)



