Tentamen i flervariabelanalys for F1
(mve035), 08-03-14

uppg. 1

F(z,y,z) = zyz — sin (mQ - 22) — oS (y2 - 22), F(1,1,1) = 0, punkten
(1,1,1) ligger alltsi pa nivaytan F (z,y,z) = 0; F ir CL.
a) F, =yz—2xcos (22 — 2%),
F) = zz+ 2ysin (> — 22),
F! = zy + 22 (cos (22 — 22) —sin (y* — 2?))
= gradF (1,1,1) = (=1, 1,3). Tangentplanet har ekvationen
gradF (1,1,1)e(z—1,y—1,z2—1)=—2+1+y—14+32—-3=0
dvs. © —y — 3z = —3.
b) F.(1,1,1) = 3 # 0, implicita funktionssatsen ger d& att nivaytan F () =0
lokalt kring punkten (1,1,1) &r en C! funktionsyta z = f(z,y);
derivering m.a.p. z (i en omgivning till (1,1,1)) ger
Fy(z,y, f(z,y9) - 1+ F, (z,y, [ (z,9)) - 0+ F. (z,y, f (z,9)) - f (z,y) =0,

. F’ 1,1,1
alltsi fo (L1) =~ R = &

svar: a) z—y—3z=-3 b) 1

uppg. 2

Arean avY : z = f (2,y),(z,y) €D &rm(Y) = [[ \/(fg’o)2+ (f?;)2+1d$dy;
D

hirdr D: —2z<y<z 0<z<+v2In2 och f(x,y):cosh%,alltsé

VUDE+ () +1= \/; sinh? (Z22) + L sinh? (270 + 1 = cosh 222 och
———

>0
\/iln2 x _ ﬂln2 ] _ y=x
m((Y) = J _{c cosh 2 dy | dv = of {—\/ismh \/iy}y:ﬂ/, dr =
V2In2 VZIn2

= [ +/2sinh (\/ix) dx = [cosh (\/?33)}0 =cosh (2In2) — 1 =

0
e | svar:

5 5 g

uppg. 3

Vi siitter f (z,y) = 2% + y? och D : 322 + 2y? < 4 (en ellipsskiva).
f &r kontinuerlig och D kompakt, f antar alltsd pa D ett minsta virde och ett
storsta viirde och mésta gora det i en inre punkt (=stationéir punkt, ty f &r



partiellt deriverbar i det inre av D) eller i en randpunkt:

I. Inre punkter:
fl=322=0 x=0 . -
{ fr=2y=0 — y=0" dvs. (0,0) &r enda stationdra punkten.
II. Randpunkter:
Losning 1: med Lagrange:
Sok det storsta/minsta virde som f antar under bivillkoret
g(x,y) =322 +2y°> —4=0:
gradg (z,y) = (6x,4y) # (0,0) pa ellipsen OD, alltsd loser extrempunkter
gradf = Agradg, dvs det finns A\ sa att

(1) 322 = \obz 9

— = —1) =0, det fall:
(2) 25 = Aody 2y-(1):—§a:~(2) 6x’y — 6zy = by (x ) =0, det ger 3 fa
y =0 eller x = 0 eller x = 1, ur bivillkoret fas da kandidaterna

(:I:\%,O) , (0, :I:\/Q) och (1, j:\/ii) Minsta/storsta virdet finns alltsé bland

£(0,0)=0, f(il 0) =+55 (0,+v2) :2ochf(1,j:%) =3,
det minsta viirde ar _V’ det storsta virdet dr 2 (ty % < if < 2), alltsa dr

( \2[, 0 ) den lagsta punkten och (0,4+v/2,2) de hogsta punkterna pa Y.

Losning 2: med parametrisering av 9D : x = \% cost, y =/2sint,0 < t < 2m:
Bestéim max/min av A (t) = (@ (1))’ +(y (£)* = 5% cos® (t)+2sin” (¢) p [0, 27]:
For 0 <t <2mér b (t) = —% cos? (t) sin (¢) + 4 sin (¢) cos () =

= 5_cos (t)sin (¢) (ﬁ — cos (t)) =0dacost =0eller sint = 0 eller cost = ¥2

V3 2 2
tillsammans med randpunkterna (¢ € {0,27}) ger det samma kandidater s.o.!

Lésning 3: Bestim max/min av g (z) = 23 + 4_5“2, \Zf <z< \Qf

73\/7

kandidater dr x = :t\/lg och x =0, =1 (nollstéllen av ¢').

svar: lagst:<—\/i§,0, 3f) hogst: (0,£v/2,2)




uppg. 4

F = (F,F), F3) = (yz,vy,x +y+2), F ar CL.

a) F ir ej lokalt bijektiv i origo, ty i varje omgivning 22 + 12 + 22 < &2 till origo
ligger olika punkter som avbildas pa samma bildpunkt, t. ex. &r

F (5,0,—5) = F(0,0,0) = (0,0,0)!

Men F :r lokalt bijektivi (1,1,1) enligt inversa funktionssatsen, ty F &r C! och
0 z y 01 1 0 0 1

d(Fy, Fs, F:

M:ya:O:llO:llO:fl#O.

d(z,y,2) 11 1 [PEED g g g 10 1

b) rotF = (1,...,...) # (0,0,0) = F har ej en potential i R?
(u C', u=grad® = rotu = 0);
divF =0+2+1#0 = F har ¢j en vektorpotential i R3
(u C', u =rotA = divu =0).

c¢) Vi anvénder Stokes sats: [ Fedr = [[rotF e ndS dér Y #r den orienterade
c %

ytan z = 22 + % med rand 9Y = C:
med z, y som parametrar och D : 322 + 2y? < 4 (se uppg. 3) blir (n uppat!)
ffrotFondS ff (Ly—1,y—z2)e (=322 —2y,1) dady =

—ff( z? — 2 +2y+y—((m +12))) dady =
r=-Lrcosp,0<r<2
. 3 ’ dlzy) _ 1 _
[med pol. koord.: y=Jrsing,0<p<2m i) — \/gr] =

27 2
13 1.2 U
fbf( r? +\[rsm<p 57" cos® o — £r?sin go) Jgrdr =

2m

0
[fsmgpdgo—o fcos pdp = fcosg@(l—sm ©) dp = [smgo sin “"} =0,

0
fsin pdp = [g—%h :W]
0

1

6

C—

(=r32m — 3rm) dr = NG [-2r

ANM: Kurvintegralen kan beriknas direkt:
27

[ Fedr = [ Fidx + Fody + F3dz = [(....)dt [med parametriseringen
c c 0

C:x= % cost, y = +/2sint, 0 4 27], det leder till losbara integraler (de

flesta = 0: cos, sin 6ver en hel period), men det dr for mycket att skriva ut...



uppg. o

div(e”s" % — zy cos ze¥ 51" 2 3wy?2? — ysin ze?50 2 (1 — 2zy) 23 + V50 7) =

= sin 2e”51 % —y cos ze¥ 5 2 462y 22 —sin 2e” 51243 (1 — 22y) 224y cos ze¥ 52 =
= 322, For att kunna anvanda Gauss (alla forutsittningarna dr uppfyllda)
lagger vi till bottenytan D : |z]| + |y| < a,d&d d&r OK =Y U D dar Y é&r

pyramidens sneda sidor och // vendS = // vendS+ // vendS =
oK

n ut ur K m uppat n=(0,0,—1)

=[[f 322dxdydz =[pga symmetri] = 4([f 322 dxdydz
K K

+
dir Ky = {(z,y,2) € K : 2 >0,y > 0,z > 0}, alltsa &r

a—z—y
ff'vondS 4ff( i 3z2dz>dxdy—ff’vo(O,O,—l)dS:
0 D
. [ o <z<a pyramidsidan &r planet .
0<y<a-—-z  z4+y+z=a, (v,y)€ Dy
= f a—x—y d:vdy—i—ff 1—12y,0,1)e(0,0,1)dS =

4f<afx(a_x_y)3dy> de+ [[dS = [ (a— o) detm(D)= % + 2>
0 0 D 0

Eller [[[32? dzdydz = [ (ff Szzdmdy> dz =
K 0 \D.

Dol + |yl <z, [[dedy =m (Dz) =2(a— 2)2]
D,

= [622 (a—z)de=6f(a2z2 —2az% + 2*)dz =
0
6

0
20° _g9a* L d®\ g5 (L 1 1) _ da®
a5 — 20+ %) =6a (3 2+5)_i‘

5
|svar: 2a% + & |




