flervariabelanalys, mve035 (vt09), instuderingsuppgifter och extrauppgifter

INSTUDERINGSUPPGIFTER

* Dessa uppgifter skall hjdlpa dig vid inlérningen, de skall fungera som ett slags diagnostiskt prov:
(hur bra) kan du redan det vi har gatt igenom den géngna veckan? Forsok forst att 1osa uppgifterna
raknestugan och diskutera dem i smagrupp: ar 16sningen korrekt? fullstaindig? bra nerskriven?
omstdndlig? dr alla anvdnda begrepp/satser klara?
Det viktigaste dr inte att du har en korrekt 16sning utan att du jobbar med uppgifterna! Diskutera dven
foreldsningarna, repetitionsfragorna (de liknar teorifrdgorna pa tentan) och extradvningarna. Utnyttja
Ovningsledaren!

* Tink pa att du maste trdna att formulera dig, att skriva ner en 16sning pa ett acceptabelt sétt.
Uppgifterna ér eller liknar tenta-uppgifter.

* Gaigenom de medfoljande 16sningarna (kritiskt), men forst efter det att du har forsokt.

Instuderingsuppgift 1 (derivata, gradient)

N ) sin xzzy ,dad xy £0
a) Ar funktionen f(x,y)=1 ¥
0, dd xy=0

partiellt deriverbar resp. differentierbar i origo?

b) Lat F(x,y,z) =sin(ye*)+e" 24

I vilken riktning avtar F snabbast i origo?
Ange en ekvation for tangentplanet till nivdytan Y: F(x,y,z)=1 i origo, forst direkt

(med F), sedan genom att beskriva Y som en funktionsyta z = f(x, y) nira origo.

Instuderingsuppgift 2 (kedjeregel, invers fkt.)
a) Lat u =arctan(xy), v :i for (x,y)0D={(x,»):x>0,y>0}.

Visa att tillordningen (x, y) = (uv) ar lokalt bijektiv 1 varje punkti D.
b) Bestim for (x,y)0D ={(x,y):x>0,y>0} en16sning z(x,y) till problemet
(DE):xz, = yz\, =2 och z(x,x)=x’
b1) genom att overga till koordinaterna u, v fran a)
b2) genom att bestimma en karakteristisk koordinat till (DE) (Iv7).

Instuderingsuppgift 3 (max-min-problem)

a) Bestdm alla stationdra punkter till 1 (x, y) = 1n|2x - 1| + 1n| y| +xy —x och deras karaktér.

+2x+
b) Bestim virdemingden till funktionen f(x,y)= 112)26—2);, D, = R*.
+tx"+y
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Instuderingsuppgift 4 (dubbelintegral, trippelintegral)

z=2+x*+y® ochuppit av sfiren x* +y? +(z—1)> =2 (“glassmingden”). |

a) Berikna volymen av den kropp som begrinsas nedét av konen

2x
e .
b) Berikna dxdy ,da D iar det omrade i forsta kvadranten som
) IDI (e +1) g

X

begrdnsas av kurvorna y =2e ",y =3e ", y =coshx och 2y =coshx.

¢) Berikna volymen av kroppen {(x,y,z): —y<x<y<z< xP+y°< 1} :
d) Berikna den totala massan av kroppen {(x y,z):O Sy<2-z<x< 2} da dess

+
densitet ar po(x,y,z = X7y
p(x,y,2) ST

1
e) Berikna
I'E‘e[‘!l+(x2 +2y? +322)3

dxdydz .

Instuderingsuppgift 5 (vektoranalys i planet)

2 3
o Lt e[ 1201 dwaay o)
l+(2x+y2) 1+(2x+y2)

Visa att F ir konservativii IR’ och berikna det arbete som IF utrittar da en

x:\/e__tcost

partikel forflyttas langs spiralen C :{ 00 - 3.

y:\/eTsint’

b) Berikna kurvintegralen I Larctan= dx —arctan2dy dér C dr den positivt orienterade
C
randen till det omrade 1 forsta kvadranten som begransas av kurvorna

x> +yr=1,x*+y* =4, y=x,y=3x.

Instuderingsuppgift 6 (vektoranalys i rummet)
A) Lat IF = (2x +2xy,x% +2yz,y? +322).
a) Beriikna flodet av F bort frén origo genom ytan x =+/4—y? =z, x=0.

b) Berikna flodetav JF ut genom sfiren x> +y? +z> =4,

¢) Visaatt [F dr ett konservativt och bestim en potential till F .

d) Berékna IF-dr,déir Citrs (L(£+2), (2 +1), (P -7)), 1 - 2.
C
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B) Lat F = (ycos(x2 +y? 4+ 24)+ ze® trE —xcos(x2 +y? 4+ 24), 1= xe™ t+e )
a) Visaatt [ har en vektorpotential (utan att berdkna en sddan).
b) Bestdm en vektorpotential (0, p(x,y,z),q(x,y,z)) till F.

¢) Da kurvan z =arccosx, 0<x<1,roterar kring z—axeln uppstar en rotationsyta S;
berdkna flodet av I uppét genom S med Stokes sats, resp. utan Stokes sats.

EXTRAUPPGIFTER

1. Visa att for positiva reella tal x,y,z giller xyz=a’ = (1 +x)1+y)1+z)=2(1+a)’.

2. Ett platkérl har formen av ett ratblock. Platen i bottenytan kostar 2 ére/cm?2 och i
de ovriga fem sidorna 1 6re/cm?2. Vilka matt skall kérlet ha for att rymma maximal volym,
da den totala platkostnaden uppgér till 36 6re?

3. Ivilka punkter pd ellipsoiden Y : (x - y)2 +2y> +4z% =6 ir det elektriska

faltet starkast, resp. svagast, da den elektriska potentialen 1 punkten (x, y,z) ar

@(x,y,z)=x> =2y* +/627 (du skall alltsi bestimma de punkter pd Y
ivilka |-grad®(x,y,z) antar sitt storsta, resp. sitt minsta virde).

4. Kroppen K begrinsas av xy-planet och ytan z =20-2x* —3y°.
Genom K borras ett cylindriskt hdl med z-axeln som borraxel och radien R.
Bestdm R sa att den dterstaende kroppen har hilften sa stor volym som K
(bortborrad massa = kvarvarande massa).

5. Berédkna H e 2abcaly dd D ér forsta kvadranten i xy-planet.
D
6. For vilken enkel, sluten C'-kurva C utrittar kraftfiltet 45
(x*y +y* =12y,24x - x* —6x*) det storsta arbete, 34
da en partikel forflyttas ett varv moturs lings C ? 7] follum Garesi
]
7. Beridkna arean av omradet inom 6glan av kurvan . .
— 3t 4 3 2 1 1 1 2 3 4
= )
C: B 3:2 , —1#t0IR (Descartes blad). 2]
Tl N
]
8. Beriikna det arbete som kraftfiltet (2x +3y+xe” T, 2x 43y +yet ) utrittar

d4 en partikel forflyttas fran (0,0) till (72,0) lings kurvan y =sinx.

2

Berikna ”I(xy + yz + z2x)dxdydz, dir Q ={(x,y,2):x20,y20,220,x> +* +z> <1}
Q

direkt resp. med Gauss' sats

[ledn: xy + yz +zx =1div(x’y,y%z,z%x), eller xy + yz + zx = div(xyz,xyz,xyz) ].

n w
10. Berikna Iln(l +3sin? x)dx [ledn: visa att jln(l + psin? x)dx =27mln 7”‘/21?" I
0 0
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svar till extrauppgifterna:

2. 2cmXx2cemX3cm 3. storsti i(Z\/E,Z\/E,O), minsti +(1,-1,0)
2 2
4. R= 8- |64a-80 5 27 6. cllipsen C: X-+2 =]
J6 343 P 9 4
3
7. 5 (hela l6sningen finns pa sid. 10) 8. 2+ +%e”2 9. 0.2

Losningsforslag till instuderingsuppsgift 1

a) [ ér partiellt deriverbar i origo, ty S (h’O)]:f (0’0) = 0;0 =0 -0 da 7 -0 och

f(o’k);f(o’o) = 0;0 =00 di k - 0,alltsi £/(0,0)=£/(0,0)=0. Men f irej

kontinuerlig i origo, ty t.ex. gar f (x,x) ejmot f (0,0) =0 da x gar mot O:

f(x,x)= M —~1 d& (x,x) - (0,0), det medfor att f inte ér differentierbar i origo,
x?

ty differentierbarhet medfor ju kontinuitet!

b) Svaren fas med gradientvektorn:
gradF(x,y,z) = (yex cos(yex)+ e e cos(yex) +2e A 4ot ), alltsa ar
gradF(0,0,0) = (1,3,4) och vi far: F avtar snabbast i riktningen —(1,34) och tangentplanet
har ekvationen gradf(0,0,0)s (x—0,y=0,z-0)=0, alltsd x+3y+4z=0.

Vi kan ocksa lokalt kring origo 16sa ut z:

e =1-sin(ye’) = z =+ (In(1 -sin(ye*)) - x - 2y) = f(x,y ) och tangentplanet fis nu
b4
1-

som z= £(0,0)+//(0,0)x+£1(0,0)y dir gradf(x,y)=1f
[0)

alltsd gradf(0,0) =3!(1,3) och det ger samma svar som ovan.

conl) p eanl] o)

sin (}e ? 1—sin(ye\

Losningsforslag till instuderingsuppgift 2

! I y X
U, u T o
x VI = |1+x7y I+x7y | —  -2x o 1 - . . o o
a) I el il e e #0 ochu,vér C' 1D, inversa funktionssatsen ger pastiendet.
x y y »?

b1) xz. ~ 3z, = x(zju, +2v,) =y, +2)v, ) = 235 2] +222) =2z, =2, denna
differentialekvation har den allménna 16sningen z(u,v)=Inv+g(u) (gen godt. C '_funkt.),

dvs. (back to x,y): z(x,y) =In +g(arctan(xy)) =Inx —Iny + f(xy) (f en godt. C'-funkt.).
Nuskall z(x,x)= f(x*)=x>,detger f()=t ochsvaret z(x,y)=Inx—Iny+xy.

b2) Karakteristikor till (DE):a(x,y)z, +b(x,y)z, =c(x,y,z) drlosningar till y'= z(x,y) :

>

Y == lny:—lnx+k:>v:xy:k~t;med v=xy ochtex. u=x blir

separabel diff.ckv.
!

xz, —yz, =x(z, O+z, )= y(z, O+z) k) = xz, =uz, =2=>z(u,v) =2Inu+g(v), alltsd
z(x,y)=Inx* + g (xy) (:)>_2g( )=t-Int=z(x,y)=Ix*+xy—In(xy) =lnx—Iny+xy (s.0.).
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LosningsForslag till instuderingsuppgift 3
) {f:_ 2 +y-1=0 =L =l+lo 3 u ol 597 —x 1= (2x+1)(x -1) =0
a

x T 2x-1 2x-1 2x-1 x
fl=l+x=0=>y= )
y y x

b

det ger de stationdra punkterna (1,-1) och (—1,2). Deras typ avgors (ev.) m.h.a. den
kvadratiska formen Q(h,k)= flh* +2f hk+ f1k*: [ =—==, 1 =1, f}, =;—§;

X y (2x12 " 7w
i punkten (1,-1): Q(h,k)=-4h* +2hk —k* = =((k = h)* +3k*) ar negativt definit,
i punkten (-1,2): Q(h,k)=—h*+2hk —+k*> =—(h—k)’ +3k* ar indefinit,

dirmed &r svaret:  (1,-1) : lokal maximipunkt och (-1,2): sadelpunkt.

1= 2(1+x2+y2)—2x(1+2x+2y) =0

I+x7+y? _
b) Y < x =1y (subtrahera!), det ger de stationéra punkterna
= 2(1+x2+y2)—2y(1+2x+2y) =0
y (1 IR

(=1,-1) och (1,1) med f(-1,-1)=-1 och f(%%) =2. Om vi riknar med polira
_|l+2rcos¢ +2rsing|

koordinater sa ser vi att 0<|f(x,y) = . <1+24r <5<1 di r>5.
r r r

P4 den kompakta cirkelskivan Q:x* +y? <25 (t.ex.) antar den kontinuerliga funktionen f
ett minsta och ett storsta virde (sats 4, sid. 41) och méste gora det i det inre av 2 (ty pa randen
ar | f | <1), alltsa i en stationar punkt (ty f ar C'), men de enda méjliga punkterna ar (— 1,—1)

och (%%) (som vi visat ovan), alltsd &r —1 det minsta vdrde som f antar och 2 det storsta

virde som [ antar. Eftersom IR* &r bagvis sammanhingande och f kontinuerlig s& antar
dven alla virden mellan —1 och 2 (s.o.m.v., sats 6 sid. 42). Svaret &r ddrmed V', = [—1, 2.

ANM.: I linjir algebra visas att for en kvadratisk form Q(h,k) = Ah*> +2Bhk + Ck* giller:

positivt definit 3 >0 och 4>0 4 B alla >0
c =AC-B*{>0 och 4<0 = egenvirdena till [B C} arqalla <0
<0 ett>0,ett <0

Q ar <negativtdefinit -

indefinit

A=\
, det sista géller for godt. dim.].

B
C-A

A B
[egenvirdena till {B C} ar rotterna till polynomet

ytan i uppg. 3a) ytan i uppg. 3b)
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Losningsforslag till instuderingsuppsift 4
a) Berikna forst snittet mellan konen och sfiren, antingen genom att sétta in x* + y* = =4 z* (konen)
122 +(z-1Y =2=2° —-4z=%=...=2=2, eller genom att sitta in

z=24x? +y? =2r (konen) i sfaren, det ger 7> +(2r—-1)* =2=r" -4r=1 ... r=1.

Kroppen K—{(x v,z):(x,y)0D, 2 x* + y* <z<1+\/2—x2—y2} med D:x*+y*<1,hardi
volymen m(K J.J.(l+ 2-x*- )dxdy ”(2 x?+y? )dxdy [pol. koord.]=

1 sfaren, det ger

2

=IJl‘(1+\/ﬁ—2r)rdrd¢=2ﬂj(r+r\/ﬁ—2r2)dr:n[r2 _%(2_’,2)% —‘;r}}l :§(4\/§_3)'

0

u = coshx 1<u<?
b) Gor variabelsubstitutionen ?, da avbildas D pa D" , funktionaldeterminanten
v = ye* 2<v<3
u' I/l') sinhx  —coshx . omradet D
ar | J|=| 7 |=<(sinhx+coshx) =< =7l (>0), 1 a]
vV, Vy ye e d(u,v) ) /
3 bli o = — ot e +er — 1.2
alltsa blir ”mdxd ” “dudy = e +1=ye ] = 3
D D' 1]
e
32 1 1 081 e
=J-.[md dv E[lnv]z[lnu]1 =11In2In3.
2 1 -

06408 o.'g 1 12
¢) Kroppens volym é&r ”J.dxdydz ”[ f . dedy ” (\/x +y° y)dxdy—
y

1

1
05

omrédet D: =[pol. koord.] ZI

0

r(1-sing)dgdr =4(2-2).

iy a2

-05 05

y

d) Kroppens massa ar ij X, V,Z )dxdydz = ”(2“[%” 5 dzjdxdy =
2

X
2

e =[5 dz:ln2x+y+z—2]=jU(x+y)(ln2x-1n(x+y))dy)dx=

| 2x+y+z-2
omradet D 0\0
05

[l (x+y)’(In2x - In(x + y)) + %(x+y)2] dx =

2

2
0 y=0
2
0

e) Vilj som uttdémmande f6ljd ellipsoiderna K, : x* +2y* +3z% <n’:

x =rsinfcos@ 0<r<
J.”l o dxdydz— med {~/2y = rsinBsin ¢ blirK :10<8<m |=
" 3z =rcos8 0<s¢g<2m
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27T n

HI

000

.”J. (2 e2r2eaz? dmydz:yfgl :% svar: | Jor®
- 9

-3-r’sin@drd@dg = 2~ —cosﬁ]o[ arctan ] —4’”;% darmed fas

LosningsForslag till instuderingsuppgift 5

a) "Upptack" att JF &ar konservativt, antingen genom att visa
a(4xy +2y3 —yj — 4y(1 + (2x +y2)2)—(4x+2y2 —1)4y(2x+y2) :a( 4x + 2y2 -1 J
0

Ox\ 1+ (2x+ ) (1+@x+)2)) {1+ (2x+ )
eller genom att bestimma en potential @ :
P dx+2y? 1

- = @(x,y) = %1n(1 + (Zx+y2)2)—%arctan(2x+y2)+f(y), f =0 duger.

1+(2x+p2) 1+ (20 +y?)
Arbetet kan da berdknas som "potentialskillnaden"
CD(— \/F,O)— ®(1,0) = %(ln(l +4¢7") = In5 +arctan2 + arctan(ZeJT” )),
eller genom att vilja en enklare viig (FF #r C' &verallt), t.ex. strickan lings x-axeln:
y=0,x=¢, 10 - —\/_ arbetet dr da
e m
I Aeldr =1 [ln(l +41%)- arctan(Zt)] = %(ln(l +4¢77)~In5 +arctan2 + arctan(2e_37” )) som ovan.

1+47°
1

kurvan ér en spiral:

02 o4 08 08 1

b) Naturligtvis anvénder vi Greens formel (FF = (P(x, y),0(x, y)) = (Larctan 2, - arctan f) ar C'ien

Oppen méingd som innehéller omradet D som delméngd, orienteringen (positivt = moturs) ar den
ratta; tyvérr ar [ ej konservativt (da vore kurvintegralen langs dD noll):
23 Omradet D:

dex+Qdy = jj(Q; ~P)dxdy = ﬂ(Y} ) dx dy =[pol.koord] =

x+)

15 2

=]

0 05

flervariabelanalys F1 (08/09) 7



flervariabelanalys, mve035 (vt09), instuderingsuppgifter och extrauppgifter

Losningsforslag till instuderingsuppgift 6A)

a)

b)

d)

Ytan Y #r den "hdgre hemisfiren" x> +y” +z> =4, x > 0. Parametrisering av Y (t.ex.
(6,¢) > 2(sinBcos @, sinFsin @, cos ), 0< < 11, —Z < ¢ < Z) skulle leda till besvirliga integraler.
Men om vi ldgger till ytan D:y* +z> <4 i yz-planet, s ér Y 0D begriinsningsyta till kroppen

K: x*+y*+2z°<4,x>0 (normalen utat!) och vi kan anviinda Gauss' sats:

[[F+nas= ”F-ndS+”F nds =

ydD

m
alltsa ”F-ndS+”1F ~1,0,0)dS = 2”[ .([1+y+4z)dx}dydz,

D =0 pa D

J. J jleF dxdydz = ”‘[2 I+y+ 4z)dxdydz

Gauss

= IIF *nds ZZII(I ty +4Z)\/4_y2 -z dydz = [pol. koord.] =
_2Tj 1+rcos¢+4rs1n¢)\/4 rrrdrdg = 2E27Tjr\/4 rrdr= 477[ 4 7’ ]Z::”

Nu kan vi anvinda Gauss direkt: ytan Y :x* + y* +z> =4 ir rand till klotet K med radien 2, alltsd
ar ”F *ndS = JIIdiVFdxdde = j”Z(l +y+ 4z)dxdydz.
Y K

Gauss

Fortsétt som ovan (da inser du direkt att du far ett dubbelt sa stort flode), eller rakna med

rymdpoléra koordinater:

T2
IJIZ (1+ y +4z)dxdydz = III (1+rsin@cos @ + 4rcos 8)r? sin Odrd 8¢ ==[integrera forst m.a.p. ¢ |
000

m2 2

=4 j(rz sin @+ 27 sin 25)drd9 = [integrera nu m.a.p. 8] = 47TE2I ridr=8m3 = % .
00 0

Rikna ut rotFF =(2y -2y, 0-0, 2x—2x) =0, det geratt IF ir konservativti IR>.
En potential far vi genom att 10sa differentialekvationen gradg = IF :

@ =2x+2xy = @x,3,2) = x> + X’y +P(»,2)
U

g=x"+2yz = X +¢(y,2)=0(r,2)=y'z+g(2) > @x,y,z)=x"+x’y+y’z+2’
U
@g=y"+322 = P.(x,y)=)y +g'(z)=>g(z)=2°

Dérmed har vi naturligtvis &n en gang visat att F' ir konservativt i R>.

Kurvintegralen &r da enligt ¢) ("arbete = potentialskillnad"):

j/F cdr=¢r(2))-dr())=¢5,3,3) - A1,1,0) =152.
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LosningsForslag till instuderingsuppsift GB)

a) divlF = —2xysin(x* + y? +z*) + 2xze” *" " + 2xpsin(x® + y? +2*) = 2xze” 7 =0,
alltsd har ' en vektorpotential.
b) Sk A= (0, p, q) sdatt rotA = (q'y —p;,—q;,p;):F, dvs

2 2 2
g, p. :ycos(xz +y° +z4)+ zet Tt 1 L.
' 2 2, 4 q x,y,z)=551n(x ty tz )+u(y’Z)
—qx=—xcos(x +y +Z) = 2yt =
- 1 Xty itz
P pleyz)= =t 1a(32)
X

2 2 2 2 2 2
= q,-p. =ycos(x2 +y° +z4)+u'y +ze T =y =ycos(x2 +y° +z4)+ ze" T =

Asiny” +y7 + 2 ))

2

=u,—v.=0;vilj u=v=0.Detgerossdd A= (O,x—%e"“y *z
¢) Flodet ér F = [[F «ndS (n "uppét"!).
N

Berékning med Stokes sats:
F= ”rot./l ndS = jA » dr = [(0dx + pdy + qdz) =

f !

X =cos¢@,
= I cosg —<)cospdg = J.““’SM— cos¢)d¢ T .

=sin@, dy =cos@dg,
Berakmng utan Stokes sats:
Eftersom j J’ F *ndS = ”F ndS + j j F +(0,0,~1)dxdy =[ Gauss!] =

sOD

z=0=dz=0

AS:x* +y* =1, moturs |y

omazn} =

= m divFF dxdydz =0 [07K SO D], s giller [med D:x* +y” <1]:

F= ”F *ndS = —”F * (0,0,~1)dxdy = ”(1 ~xe" )dxdy =7- ”xex2+y2dxdy = [pol. koord.]
D D D

=7mr- z.ﬁrze’2 cos@drdg =11.

00

A :%(0, 2x—e T sin(x2 +y7 +z4)), flodet ar 71

svar:

Anm: Du kan berédkna F direkt:

Y édr funktionsytan z = arccos (\/x2 + 37 ), (x,y)OD

och F= jj Fe(-z,,=2,1)dxdy = ... (pol. koord)!
Y

ytan S 1ic):
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ANMARKNING 1. omraden som ges i polara koordinater
Losning till extrauppgift 7:

Allmént: Ett omrdde D i1 xy-planet som beskrivs med poldra koordinater av

a<¢p<B,0<r< f(@) bliri ¢ r—planet D'
0.67
051
0.4 0.5
] _—
. 0.4
ve r0.3] Dr
021 021
011 014
e 0702 04 os os 1
01 02 03 04 05 06 ohi
x

For arean av D fas d& formeln som vi kénner redan fran inledande analys (f antas vara C 0 ):
B 1(g) B

m(D) = [[dxdy =[pol.koord] = [ rdrdp = | [rdrdg =L[(f(g))ds.

D D' a

0 a

Ex: Descartes 6gla har den poléra framstillningen » = M , 90 [0,’3’] , dess area &r
sin” @ +cos” @

2[ E ]2 =3 (generaliserad integral!)
2 li+tan® gdy 2 e

tan’ ¢

alltsi L
(tan3 ¢+1) cos? @

1 3cos@sin @ )2 -9
2 (sin3 p+cos® ¢ d¢ 2

O oy
S oy

Men nu har du 16st uppgiften med Green forstas:
x =L dt = Ei(TRT) o A=y
”dxdy = _[(—y)de oD : s (' ,00 - o0 =—9J.i(#)dt= =
b ey =32 o (=) 3¢%dt = du
Y=
- oo—1+2x — m(z —_ 3 ) =32 -_3 °°:
3£ (1+x)° dx 3{ (1+x)*  2(1+x)’ d 3[”" :lo

2
2(1+x)

89w

Lika bra gar ” dxdy = dey eller (enklast?) ” dxdy = %( j (= y)dx + xdyj . Do it!
D oD D

oD
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ANMARKNING 2: rotationsytor

Déd kurvan C: 0<y = f(x),0<a<x<b roterar kring x-axeln resp. kring y-axeln

alstras en rotationsyta ¥ som har parameterframstillningen (C antas vara C')
Y: r=r(x,@)=(x, f(x)cos(@), f(x)sin(@)) , a<x<bh,0<@P<27m (kring x-axeln) resp.
Y: r=r(x,¢)=(xcos(@), f(x),xsin(@)) , a<x<bh,0<@p <27 (kring y-axeln).

a) Motivera detta och berdkna areaelementet av Y och arean av Y i1 bada fall.
b) Samma uppgift da kurvan ges av C:r =r(¢) = (x(¢),»(¢)), a (¥ - b.

¢) Berdkna arean av den rotationsyta som uppstar da kurvan
y=arccos(x—1)++/2x—x*,0<x <2 roterar kring x-axeln, resp. kring y-axeln.

d) En torus bildas di cirkeln (x—a)’ +y>=b?,0<b<a roterar kring y-axeln.
Berékna dess area (jmf 6 8.17).

svar:

a) dS = f(x)1+(f'(x))’ dxdp, m(¥)= 27Tj7‘y 1+y"?dx (kring x-axeln),

b
ds = xy1+(f'(x)) dxdgp , m(Y) = ZITJ‘xw/l +y"? dx (kring y-axeln) [med y = f(x)]
b) dS = yds resp. dS =xds, m(Y)= 2n_[yds resp. m(Y)= 2ﬂjxds

[ds =+/x* + * dt ; obs: kurvan skall ligga i forsta kvadranten; a) ar ett specialfall av b)]
¢) —8"(33”_4) resp. 3~

d) 477ab
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