Tentamen i flervariabelanalys for F1
(mve035), 08-08-25

uppg. 1

F(x,y,z) = (sinh (z + y) + z,sinh (x + y) + y + cosh (y — z) ,& — cosh (y — 2)).
divF (z,y, 2)= 2 (sinh (z + y) + 2) + 6% (sinh (x +y) +y +cosh (y — 2)) +
+8% (z —cosh (y — z)) = 2cosh (x + y) + 2sinh (y — z) + 1.

divF viixer i punkten (1,1, 1) snabbast i riktningen grad (divF) (1,1, 1),

grad (divF) (z,y, z) = 2 (sinh (z + y) , sinh (x 4+ y) + cosh (y — 2z), — cosh (y — 2)),
alltsa grad (divF) (1,1,1) = 2(sinh2,sinh2 + 1,—-1). rotF (z,y,2) =

€1 €2 €3
fé) 3 d

- ox 1%} 0z -
sinh (x +y) + 2 sinh(x +y) + yy—|— cosh (y —2) x — cosh(y — 2)
= (0,0,0); eftersom F #r C! i R3 si ar F konservativt i R3;
det kan du dven visa genom att ange en potential till F
(t-ex. zz + 1y* + cosh (z + y) + sinh (y — 2)).
svar:
divF =2 (cosh (z + y) + sinh (y — 2)) + 1, okar i (1,1, 1) mest i riktningen
(sinh2,sinh 2 + 1, —1); rotF=(0,0,0), F &r konservativt i R3

uppg. 2
a) f(z,y) = 2|ay|cos (22 + y?) > 0 for (z,y) € D : 2> + y* < Z, kroppen
K ={(z,y,2) : (z,y) € D,0 < z < f(z,y)} har alltsad volymen V(K )
= ff2 |zy| cos (22 +y )dacdy = [pga symmetri] = 4ff 2y cos (z° + y?) dzdy

dar Dy =Dn{(z,y): z >0,y > 0}, alltsd med pol koord.

V(K)=4[ [ 2r?cosypsingcosr?rdrdp =
— 00
1 Vi
=4 [sin(2p)de [ r?*rcosridr = [part. int.] =
0 0
:4[—%(} (230)]0%[%7”%1117” + = cosr2]8/§:2(gfl):7r72.
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deriverbar i origo med f; (0,0) = f; (0,0) = 0 och for
C flay) = (F(0,0)+ £1(0,0)x+ £(0,0)y) 2 |zy|cos (22 +y?)

o= Vo= BRGET
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} = f &r partiellt




giiller ( lir)n p(z,y) = liII[l]p (rcosp,rsing) = lir%r |sin (2¢)| cosr? =0
,y)—0 r— r—

(r,p polédra koordinater). Det visar att f &ér differentierbar i origo.
Du kan dven visa att f ar C* i origo.

|svar: a) 72 b) ja|

kroppen K:

uppg. 3

Omradet D gesav 2 <zx+2y <4, 1 < —x+4+2y <2

204

Pa D giller p(z,y,2) = 2% T4 > 0ty z > ze~ 2 > 0, K:s massa ar alltsa

M(K) = fkffp(xyyaz) dzdydz = ff ( 7 zez2+4y2dz> dxdy =

D re—2wy

z=xe—2%Y

_ ff ez2+4y2 ([%2’2 z=2ye—2zy> dwdy _ ff ew2+4y2% (4y2 _ xQ) e—4acydl.dy _
D D

=1/ e(2y—2)’ (4y* — 2?) dady (observera att x < 2y pa D).
D

2<u<4
.. .. . _ _ o . o /. = =
Vi infor variablerna v = x+2y, v = —x+2y, omradet blirda D’ : { 1<v<?2
— L ([ Py | Ay _ld@y) 1 dwe) | 12
och M (K)= 2glfe vu’d(w) dudv = [d(u,v) = o T —‘ ) ‘_4}




uppg. 4

En karaktiristisk koordinat till (DE) 3yf, + 2zf, = 6yf fas genom att losa

differentialekvationen y’'= ?,,—Z (x > 0, y > 0). Den allménna losningen (till
den separabla ekvationen 3yy’ = 2z) ar 2y* = 2% + ¢, vi viljer alltsd som nya

koordinater (den karakteristiska) u = 22% — 3y och (t. ex.) v = z. DA blir
fa/c: L“Qﬁ' 1/)7];:437107;""]% / r_ ’_

{ 1= fiul + flul = —6yf, 40 och (DE) 3yf, + 2xf, = 3yf, = 6yf, dvs.

(y #0) f/ =2f med losningen f (u,v) = g (u) e*” (g en godt. deriverbar fkt.),

alltsd f (z,y) =g (2x2 — 3y2) e,

svar: | f(z,y) = g (222 — 3y?) €**

I-:;lpp%.P5 _ y2—yx? z2—xy?
(x,y) - ( (xay)aQ (xay)) - ((m2+y2)27 (x22+y2)2>'

B i 32 —22) (22442) = (43 —yz2) (22412 )4 w20y
) For (z,y) # (0.0) ar Py = (X))ot orty a2

) _ (32 ?) (P ?) - (2 —ay?) (P )ae e’y —at oyt _ o
och @, = (@ +y?)" = e
lagg till striickorna s resp. sg fran (—3,0) till (—¢, 0) resp. fran (e, 0) till (1,0)
med € < 1 (t.ex. e = %) lings x-axeln och C. : 22 +y? = €2,y > 0 (medurs), da

ar C' + s1 + Cc + 52 = 9 (se figur) och F ar C1 i R*\ {(0,0)} D Q.

Green ger:
J Fedr = [[(Q, — P,)dxdy =0, det stkta arbete &r alltsa
CHs514+Cc+s2 Q
A= [Fedr= [ Pdr+Qdy+ [ Pdr+Qdy+ [ Pdz+ Qdy=
C —51 —C-. —82
| x=c€cosp, dr = —esinpdyp ®
_CE'{ y = esinp, dy = ecos pdp 0=
léngs s1 och sg &r P =0o0ch dy =0

T e*((sin® p—sin ¢ cos? —sin cos® p—cos @ sin? cos
—0+ ((sin® p—sin pcos® p)( :ZH( p—cos psin® p) w)dgo—i—O:
0
27
= [ (—sin* ¢+ cos* p) dp = [ (cos? ¢ + sin® p) (cos? p — sin® ) dp =
0

O =39y

cos2pdy =0. Anm: A=®(-3,0) — ®(1,0) med ®(z,y) =

Yy
2 +y2 .



b) [(z.y) =[F(z,9) = P2 (z,y) + @ (z,y) = ) Earlidy =2

3
() E
tyy<axfor (z,y) €D :1<2<3, 1<y<axz far C iR {(0,0)} > D.

rand

rand 2
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I. Inre punkter:
- 2z(z2+y2)%7(z2fy2)31(12+y2)% - 2x(m2+y2)7(m27y2)32 o z(5y27x2)

/

fa X (22+y?)? ) o (z24y2)3 T (@24y2)3
f’ B —2y($2+y2)§_($2—y2)3y(1‘2+y2)§ _ —2y<w2+y2)—($2—y2)3y B y(y2—5w2> ?
v (@ +y2)° - (22+y?) 2 T (@249?)%

 fl=0 = —22+52=0
alltsa { Fl=0 <= 522~y =0
men (0,0) ¢ D.
IT. Randpunkter:
rand 1: xz = y: dér &r f (z,z) = 0.
rand 2: y=1, 1<z <3 f(z,1)=g(z) = L= ¢ (2)=f(2,1) =

, enda losningen dr x =y = 0,

(z241)2

= % =0 <= 2 =/5, ger kandidaten (v/5,1) (1 <5< 3).

x 2

d3:z=3, 1 3 FB3y) =h(y) = L5 W (y) = (3,y) =
rand o T ) <y< f( ay) (y) (9+y2)%7 (y) fy( ay)

2_

:y(yiélz):0 <= y = 3/5 ger inget (3v/5 > 3).

(94v?)2

f dr kontinuerlig pa D, D &r kompakt, alltsé antar f ett storsta virde
(det minsta virdet dr 0), detta méasta finnas bland

f(V5,1) = 6;\4/6 = g och (hornpunkt!) f(3,1) = 0\8/5 = %5170;

1
2 2
2 V6\T _ 6 _ 2 _ 8 2V/10\° _ 8
kvadrera sa ser du (—9 =s =% =108 > | %) = 135

dvs. det storsta virde som f antar ér ?.

2_,2)2
Anm: Du kunde #ven bestémma maximum av |F (z,y)|* = %

svar: a) 0 b) @




