Tentamen i flervariabelanalys for F1
(mve035), 09-03-12

uppg. 1

f(z,y) = cosh (z +y) +sinh (z? — y?) &r C3, f(1,-1) = 1.

a) f! =sinh (z + y) + 2z cosh (m2 _ yz)7 f; = sinh (z 4 y) — 2y cosh (m2 _ y2)
tangentplanet till ytan z = f (z,y) i punkten (1, —1,1) har ekvationen
=fL-D)+ (L -D(@@-0+f1,-1)(y+1)=1+2z+2y.

b) { f4 =sinh (z + y) + 2z cosh (2% — y

fy = sinh (z +y) — 2y cosh (2% —y?

2 (z +y) cosh (2 — y?) =0, alltsé z +y = 0 och [, (z, —z) = 2z =0 ger
att origo dr den enda stationira punkten till f.

; 0 , subtraktion ger

Dess typ inses enklast via Taylorutveckling:
et =1+t +t>By (t) ger sinht =t + 3By (t), cosht = 1+ 1> + t3B5 (1),

3
alltsi £ (v,y) =1+ 3 (@ +9)° + (22 = 9?) + (V22 +97) Balw,y) =
=1+ 32 +ay— y2+(\/x2+y) By (z,y)
[Bg, k € {1,2,3,4}, begrinsade funktioner], den kvadratiska formen
1Q(z,y) =32 +ay — 3y* = -1 ((y +z)° — 49:2) dr indefinit (t. ex.

Q@ (1,0) > 0,Q (0,1) < 0), alltsd dr origo en sadelpunkt. Den kvadratiska
formen fas dven som Q (x,y) = f1, (0,0) 2 + 2/, (0,0) zy + f,, (0,0) y°.

’svar: a)2rx+2y—z=-1 b) origo, sadelpunkt ‘

uppg. 2

r(u,v) = 2u+v,u—2v,u) = 7, (u,v)x7r, (u,v)=|2 1 v |=
1 -2 u

= (u+2v,v —2u,—5) = |7}, (u,v) X 7, (u,v)| = VuZ + 402 + v2 + du? + 25 =

=V5vVuZ + 02 +5; 7 ar C', arean av ytan



Yir=r(uv)=2u+v,u—2v,uw),(u,v) €D :u?+0> <15 ér alltsa
m(Y) = [[dS = [[|r, (u,v) X 7 (u,v)| dudv = [polira koordinater] =
Y D

27r\/ﬁ 3 \/ﬁ
= [ [ VBVr2 +5rdrdp = % [(7'2 + 5)2}0 = Lg\/g (20v/20 — 5v/5) =
_ ?0ﬂ?40—5) __ 3507
= 3 =3 -

Ytan YV (det dr funktionsytan z = % (21‘2 — 3xy — 2y2) , 2?2 +y? < T5):

svar: m (Y) = 2508
uppg. 3
F = (P,Q,R) =4(yz,2z,2y), F &r C1 i R3.
P, P Pl 0 4z 4y
dF xT Yy z
a)d—: Q. @, Q,|=|42 0 4z 43(2 N g +y'z gD
* | R, R, R, 4y 4z 0 Y
=2-43zyz, alltséomabc#Oséar%(a,b,c):2~43abc7§0,

inversa funktionssatsen ger da att F &r lokalt bisjektiv i (a,b,c). vsv

b) divF = P, + Q) + R, =0+ 0+ 0 = 0 (summan av diagonalelementen i ‘é—i).

rotF = a% a% a% =4(zx—z,y—y,z—z)=(0,0,0), der ger att
doy 4dxz 4y
F ir konservativt i R*(F &r C' i R3, R3 &r enkelt sammanhiingande). vsv

c) Viskall bestdmma @ : R® — R si att grad® = (@}, @}, ®) = 4 (yz, zz, 7y):

vi ser direkt att @ (z,y, 2z) = 4dxyz dr en potential.

d) rotA = % a% % =
v(2—12) y(@?—22) =z (y?—a?)

= (2zy + 22y, 2z + 2zx, 22y + 2zy) = 4 (yz,xz,2y) = F. vsv



e) For (z,9) e D:0<2<1,0<y <1ér f(z,y) =sin(7z)sin (7y) > 0,
0D = Cy + Cy 4+ C5 + C4 dér Cq, C3 resp. Co, Cy dr strickorna (¢,0), (¢,1)
resp. (1,t),(0,t),0 <t <1 och paranden 9D &r f (z,y) = 0.
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Flodet F av F uppét genom ytan Y : z = f (x,y), (z,y) € D kan beriiknas pa
tva sétt:

(i) med Stokes: F = [[F e ndS = [[rotA endS = [ Aedr, Y genomlspt
[ Y Y oy
moturs ty n "uppat" (dvs. med positiv z-koordinat) och Y = 9D (moturs),

alltsA F = [ Aed r = [ Aed r = [ —zy’de+yaidy =
oD C14+C2+C3+Cy C14+C2+C3+Cy
[z=0;daz=0ellery=04a A = (0,0,0)]

1 0
= [ —zy?dz + y2?dy + [ —zy?de +yaidy = [tdt+ [(—t)dt =1
Cy C3 0 1

|:CQ:{ r=1,dxr =0dt ,041703:{ r=t,dr=dt 1450l

Alternativt: F = [ —zy’dx + yzidy o= [ 2Qzy + 2zy) dzdy =
. 8D 1 1 D

= [ [ 222ydzdy = [$2]0 [yz]o =1.
00

(ii) med Gauss: Sitt K = {(z,y,2) : (z,y) € D,0< 2z < f(x,y)}, da &r

DUY =0K och [[FendS+ [[FendS= [[FendS=[nutu K]
Y D YUD
= [[FendS = [[[divF (z,y,z)dzdydz = 0, alltsa F = [[F e ndS =
OK G K 1%

auss

—[JFenDS=— [[Fe(0,0,-1)dS = [[4zydzdy =1 (s.0.).

[svar: ¢) ® (z,y,2) =4dzyz  e) 1]




uppg. 4

F=(PQ) = (33:2 —2zy +y?, —x2 + 22y — 3y2), F ir C' i enkelt shgd. R?,
= 2x+2y= Pé, alltsd existerar ® med grad® = (P, @;) = (P,Q):

@/ =322 — 2xy +y° ger @ (v,y) =23 — 22y + 2y® + f (y) och

P = —a? + 20y — 3y = —2® + 2zy + f' (y) ger da f(y) = —y?°, alltsé &r

® (z,y) = 2% — 2%y + 2y* — y® (+¢, vi viljer ¢ = 0) en potential till F.

Det arbete som F utréittar da en partikel forflyttas i planet fran (2,2) till en
punkt (z,y) ar @ (z,y) — @ (2,2) = 2% — 2%y + 2y* — y® (oberoende av viigen!).

Vi skall nu bestdmma det storsta och det minsta virde som ® (z,y) antar da
(x,y) € D : 22 +y? < 2: ® ir kontinuerlig pA D och D dr kompakt, alltsa antar
® ett minsta virde m och ett storsta virde M pa D, vidare ér D bagvis samman-
héngande, alltsa antar ® enligt satsen om mellanliggande viirden #ven alla vir-
den mellan m och M, svaret &r dérmed [m, M|. Enklast fa&s m,M om man rik-
nar med poldra koordinater (x = rcosp,y = rsing,0 < r < \/5, 0<p<27):
O (z,y) =2 (x —y) +y? (@ —y) = (® +¢*) (z —y) = r’ (cos p —singp) =
= V2r®cos (¢ + ) dr storst/minst da r = v/2 och cos (..) = %1, alltsa
m=—4,M = 4.
Rékning med z,y: ® antar m,M i en inre punkt (= stationédr punkt, ty ® #r
partiellt deriverbar i det inre av D) eller i en randpunkt:
I. Inre punkter:

I _ 2 2 _
{ (p?: QP: _3;2 n ;j;’f;jyz :00 = 20 =t =2(x 4 y) (z—y) =0,
! (z,7) = 222, ®! (x,—x) = 622 ger att (0,0) dr den enda stationdra punkten.
II. Randpunkter:
Pa randen 0D : 2? +y? =2 dr @ (z,y) = (22 +3?) (x —y) =2 (z — ), alltsé:
Sok det storsta/minsta virde som f (x,y) = 2 (x — y) antar pa dD:
16sning 1: med polira koordinater x = v/2cos p, y = /2sinp ér
f(z,y) = 2v/2(cosp —sing) = 4cos (¢+ %), det minsta resp. storsta virde
som f antar #r alltsd —4 resp. 4.
16sning 2: med Lagrange: Stk det storsta/minsta viirde som f (z,y) = 2 (z — y)
antar under bivillkoret g (z,y) = 22 +y*> — 2 = 0:

gradg (z,y) = (2z,2y) # (0,0) pa cirkeln 9D, alltsa 1oser extrempunkter
gradf = Agradg, dvs. det finns Ay sa att

fr=20g, [ 2=2X2z _ 2 _
{ flll = )\09; ’ { -2 = )\02?] = r="Y bivﬁirct 227 = 2,
det ger tva kandidater 4 (1, —1); max/min finns alltsd bland
$(0,0)=0,P(1,-1)= f(1,-1) =4 och &(-1,1) = f(—1,1) = —4. Det min-
sta resp. det storsta virde som ® antar pa D &r alltsa m = —4 resp. M = 4.

svar: | [—4,4]



