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En kvasilingdr partiell differentialekvation av forsta ordningen ar av formen

P(z,y, u)u;, + Q(z,y, w)u, = R(z,y, u). (1)

Ekvationen &r linjdr, om P och @ &r oberoende av u, och om R(x,y,u) ar av formen Ry(z,y) +
Ri(z,y)u. Vi antar att P, Q och R #r C'-funktioner.

Om z = u(z,y) &r en 16sningsyta till (1), s& &r n = (u}, uy, —1) en normal till ytan. Lat F(r)
vara vektorféltet

F(r) = (P(r),Q(r), R(r)), dirr = (z,y,2).

D& séger ekvation (1) helt enkelt att n- F = 0, dvs. F ligger i tangentplanet till ytan i punkten
(x,y, z). Kurvor med F som tangentvektor spelar en viktig roll vid 16sandet av (1).

Definition. En karakteristik &r en kurva vars tangent i varje punkt r ar parallell med F(r).

Om karakteristikens ekvation i parameterform ar r = r(t), sa &r

dx

E = k(t)P(QL‘,y,Z),
dy

% - k(t)Q(xay:z)a
dz

% = k(t)R(:C,y,Z),

for ndgon kontinuerlig funktion k(#) > 0. Vi kan utan inskrdnkning anta att k(¢) = 1, ty olika
funktioner k(t) motsvarar bara olika, men ekvivalenta, parametriseringar av kurvan. I ett omrade
dir P, @ och R ar skilda fran 0 kan karakteristikens differentialekvationer skrivas parameter-
oberoende som

dr dy dz
P Q R
Om t.ex. R =0 fas i stillet € = %y och dz =0, dvs. z = C (en konstant).

Lat a = (a,b,c) vara en godtycklig punkt. Enligt teorin for ordinédra differentialekvationer
har systemet

dz

Ezp(xayaz)a x(O)za,

d

2 = Q2. YO =b (2)
dz

%:R(l‘ayaz)’ Z(O) =

en entydig 16sning i ndgon omgivning av ¢ = 0. Det finns alltsd en entydig karakteristik som
gar genom a. Enligt foljande sats byggs en godtycklig 16sningsyta z = u(z,y) till (1) upp av
karakteristiker.



Sats. Antag att u(z,y) ar en 16sning till (1) och lat a = (a,b,¢), dar ¢ = u(a,b), vara en
punkt i 16sningsytan. Lat (z(t),y(t), z(¢)) vara losningen till (2) (karakteristiken genom a). Da
giller att hela karakteristiken ligger i l6sningsytan, dvs. z(t) = u(z(t), y(t)).

Bevis. Lat X = X (t) och Y = Y (¢) vara l6sningen till systemet

dd_): = P(X,Y,u(X,Y)), X(0)=a,
% = Q(X,Y,u(X,Y)), Y(0)=h.
Sitt Z(t) = u(X(t), Y (¢)). DA &r (eftersom u satisfierar (1))
% = u, (X, Y) X' (t) + uy (X, YV)Y'(t)

=u (X, Y)P(X,Y,u(X,Y)) + u;(X, Y)Q(X,Y,u(X,Y))
= R(X,Y,u(X,Y)),

och Z(0) = u(a,b) = c. Alltsa satisfierar (X,Y, Z)

dX

- =PX.Y.2), X(0)=a
dY

E_Q(Xayaz)v Y(O):b7
dz

— =R(X.Y,Z), Z(0)=c¢

P& grund av losningens entydighet ar darmed z(t) = X (¢), y(t) = Y (t), 2(t) = Z(¢). Det foljer
att z(t) = u(z(t),y(t)). W

Ofta vill man 16sa det s.k. Cauchy-problemet, dvs. man séker en 16sning z = u(z, y) sddan att
l6sningsytan innehéller en given kurva C. Lat C ha ekvationen r = rq(s) = (2o(s),yo(s), 20(8)),
och antag att tangentvektorn r((s) inte dr parallell med F (C &r inte en karakteristik). Bestam
for varje s karakteristiken genom rg(s). Vi far d& funktioner z(s,t), y(s,t), z(s,t) sddana att

% = P(z,y,2), z(s,0) = zo(s),
0

8_2 — Q(x’y’z), y(S,O) = yﬂ(s)a
% = R(z,y,2), z(s,0) = 20(s),

och r = (z(s,t),y(s,t),2(s,t)) ar en parameterframstéllning av 16sningsytan. Vi ser att ytan
genereras av en enparametrig skara av karakteristiker (s dr parametern). Om s och ¢ elimineras,
kan vi skriva ytans ekvation pa formen z = u(z,y). Att vi verkligen har fatt en 16sningsyta till
(1) kan inses pa foljande sétt. Tag en godtycklig punkt p& ytan och bestdm det virde p& s som
hor till karakteristiken genom punkten. Om denna karakteristik har ekvationen r = r(t), sa ar
2(t) = u(z(t),y(t)), och genom derivering fas

R=7= u;fp' + u;y' = Pu; + Qu;

langs karakteristiken, och speciellt i den betraktade punkten. Ekvationen (1) géller alltsi for den
konstruerade funktionen.



Man kan naturligtvis ocksé 16sa Cauchy-problemet genom att férst bestdmma ekvationens
allménna 16sning. Vi skall ange ett par metoder att gora detta.

Betrakta forst fallet da P och @ dr oberoende av u. Da studerar vi karakteristikens projektion
pa zy-planet. Los systemet (vi antar att P och @ &r skilda frén 0)

de  dy 3)

Plz,y)  Qz,y)
och skriv I6sningen pa formen g(z,y) = C, dar C ar en godtycklig konstant. Differentialekvatio-
nen (1) kan nu forenklas genom en variabelsubstitution; man sétter s = g(x,y) och t = h(x,y),
dér h(z,y) ir en C'-funktion vilken som helst sidan att detta #ir ett tillatet variabelbyte. (Valet
av h(z,y) visar sig vara av underordnad betydelse; ofta kan man ta xz eller y.) D& 6vergar (1) i

Ou dg  Ou Oh Oudg  Oudh @ @ ou Bh Oh ou
(Gsaw T 8t8x)+Q(838y Ty e 99,08 T Ve 9w T
Eftersom g(z,y) = C, é&r 0 = gng jz och enligt (3) har vi Z—g = %. Alltsa ar P% + Qg—i =0,
och ekvationen blir
@ R
ot Pah Q

Hér &r hogerledet en kéind funktion av s, ¢ och u. Vi har alltsé’u fatt en ordinér differentialekvation
for u i variabeln ¢. Specialfallet R = 0 (homogen ekvation) &r sarskilt enkelt. Da blir u = f(s),
dér f(s) ar en godtycklig funktion. Losningen i detta fall blir alltsa u(z,y) = f(g(z,y)).

Ezempel 1. Bestdm en 16sning till —z?u),+u;, = 0 sddan att 1osningsytan innehéller halvlinjen
z=y=1z>0.
Lésning 1. Karakteristikernas differentialekvation i zy-planet ar
dr  dy
—z2 1’
vilket ger % =y+C, g(x,y) = % —y = C. Allmé#nna l6sningen #r enligt ovan u(z,y) = f(% —y).

x
Villkoret att z = y = 2 > 0 skall ligga i ytan ger z = f(% —z). Sitt s = % — xz. D& blir

224+ sx—1=0,2 = -5/ 5 52 4 1. Vi maste vélja plustecknet for att fa x > 0. Alltsa blir
f(s) =z =1(—s+Vs2+4), och lésningen blir

U(:v,y)=%(y—%+ (%—y)2+4).

Lésning 2. Vi anvinder "parametermetoden” som beskrevs ovan. Parametrisera den givna
kurvan:

rT=s, Yy=§8, 2z=3S,, s> 0.

Bestam karakteristiken:



Forsta ekvationen ger —i—g = dt, % =t + Cy. Villkoret for t =0 ger C; = % Losningen blir

z(s,t) = , y(s,t)=t+s, z(s,t)=s.

t+

©® =

L'cisuttochs:t:y—s,y—s+%:l 32—(y—%)s—1:0.

T’

Vilj plustecknet for att fa s > 0. Vi far l6sningen

z=%<y—é+ (y—l)2+4) = u(z,y)

z
som forut.

Ezempel 2. Los xyuy, + zuy =y, 2 > 0, y > 0.

Losning. Karakteristikernas ekvation ar

d_fE dy dz

ry w
I zy-planet har vi dz = ydy, x — %yQ =(C. Sitt s =z — %yQ, t =x. Da ar

ou ou ou ou
xy(g-1+E-1)+$(£-(—y)+5-0)Zy,

dvs. xy% =y, % = l=%,u=lnt—|—f(s:),

x
u(z,y) =z + f(z — 5%,
dir f dr en godtycklig C'-funktion.
Aterviind till den allménna kvasilinjéra ekvationen (1). Lagrange angav foljande metod for
att bestdmma en allmén l6sning. Skriv 16sningen till

dx _ dy _ dz (4)
P(z,y,2)  Q(z,y,2) R(z,y,2)

pa formen

g(g:,y,z) = Cla h(m,y,z) = Cs. (5)

Da ger F(g(z,y,2), h(z,y,2z)) = 0 en 16sning for varje C'-funktion F(s,t). Ekvationen (5) ger en
tvaparametrig l6sningsskara till (4), dar varje 16sningskurva framstélls som skdrningen mellan tva
ytor. Genom en relation av formen F(Cy,Cy) = 0 fas en enparametrig skara av karakteristiker,
och enligt ovan bor detta generera en losningsyta z = u(z,y).

For en linjir, homogen ekvation (P och @ oberoende av u, R = 0) ar ekvationen (4)

de  dy Y C
P(z,y) Qz,y)’ >

4



Losningen till den forsta ekvationen kan skrivas p& formen g(z,y) = Ci, och enligt Lagranges
metod ges den allménna l6sningen av F'(g(x,y),z) = 0. Om z 16ses ut, blir lésningen av formen

z = f(g(x,y)) = u(z,y) som ovan.

Ezempel 3. Los (y? —u?)u, —xyug =zu, z > 0,y > 0. Bestdm den l6sningsyta som innehaller
halvlinjen z =y =1z > 0.
Losning. Karakteristikernas ekvation blir

Tt ©

Y2 —z ry T2
Den sista likheten ger —Iny = In|z| — InC], g(z,y,2) = yz = C;. Det kan vara litet knepigare
att hitta den andra funktionen h(z,y,z) i (5). Har &r ett sdtt: Om det gemensamma virdet av
kvoterna i (6) kallas w, s ir dz = (y? — 2%)w, dy = —2yw, dz = 22w, varfor zdz + ydy + zdz =
(zy? — 22% — 2y + 222)w = 0, i att h(z,y,2) = 22 + y> + 22 = Co. En allmiin 16sning till
ekvationen fas ur F(yz, z? 4+ y? + 22) = 0. Vi kan ocksd ansitta l6sningen t.ex. pa formen
yz = f(x? +y?> + 22), dir f(s) #r en godtycklig C'-funktion definierad for s > 0. Vi vill att
ekvationen satisfieras av z = y = z > 0, s& vi vill ha 2% = f(32?) for z > 0. Alltsd &r f(s) = &
fér s > 0, och l6sningen fas ur yz = (z® + y® + 2?). Detta ger z = %y + 1/9y2 — 4(22 + y?).
For att y = x > 0 skall ge z = £ méaste minustecknet véljas. Losningen blir alltsa

z =u(z,y) = % (3y —\/by? — 43:2> .




