Losningar till tentan 2012 08 24

(a) Vi undersoker funktionens forsta- och andraderivator:

(b)

©

(d)

(a)

(b)

fr=42" —dy, f, =4° — 4o, fil, = 122", i, = —4, f}, = 12¢°

Da ser vi att f,(1,1) = f,(1,1) = 0 (sant att (1, 1) dr stationdr punkt). Vi far ocksa den kvadratiska form som
utgdr andra ordningens termer i Taylors formel, med h =z — 1, k =y — 1:

2
Q = [l (1L, )R> +2f2, (1, DRk + f1, (1, 1)k* = 12h* — 8hk + 12k* = 12((h — g)z + %)

Genom kvadratkompletteringen ser vi att () ér positivt definit, vilket innebiir att (1, 1) ér ett lokalt minimum.

Eftersom riktningsderivatan dr maximal i gradientens riktning och eftersom dess virde da blir beloppet av gra-
dienten, kan vi fastsla att gradienten ar V (0,0, 0) = 2(1, 2, 2). Vi normerar riktningsvektorn: e = 5(2, 2,1)

1 1
och beriknar den efterfrigade riktningsderivatan: fe(0,0,0) = e- V£(0,0,0) = 5(27 2,1)-2(1,2,2) = ?6

Parametrisera strickan: () = (1,1) + ¢((3,5) — (1,1)) = (1 + 2¢t,1+ 4¢), 0 < t < 1.
1
Integralen kan nu beriknas: / yide — 2’ dy = / (y(t)*z' (t) — (z(t)*y'(t)) dt =
c 0

10

/1((1+4t)2~2—(1+2t)2~4)dt=/1(16t2—2)dt: 3

Polira koordinater: x = r cos 6, y = r sin . Med kedjeregeln far vi:
F| = frcos0+ f,sin0, Fy= fi(—rsind) + f,(rcos0)
Hirav f6ljer att

)

2
T ) = (f COS@-i-f,; sin@)2 + (fo(—sin0) —&—f;(cosﬁ))2 =

(F)? + (

= (f2)*(cos® 6 + sin” 0) + (fy)*(cos® 0 +sin” 0) = (1) + (f,)* = [V fI?
sd som det skulle bli.

Vi beskriver integrationsmingden pa tva sitt (se nedanstaende figur):
{(z,y):1<z<e, 0<y<lnz}={(z,y):0<y <1, e <z<e}l
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Vi viljer en f6ljd av uttommande méngder: D,, = z? + 27 < n’
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Vi har da att berdkna //D m dx dy = nler;O //Dn T+ 22 127 dx dy

Med elliptisk-polédra koordinater x = rcosf, y = " sinf, J = %
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Vér generaliserade integral dr gransvirdet av detta da n — oo, dvs m

Overgar den senare integralen i



3. Vi vill berikna vitskeflodet genom randytan till det beskrivna omradet, hér kallat K. Detta &r ytintegralen
1= / / v - N dS med N utat fran K. Gauss sats &r tillimplig hér; enligt denna sats 4r integralen lika med
oK

I://KV-vdxdydz:///K(%(w—&-yz)—l-%(a:z—y)—i-%(QZQ)) dxdydz:///K4zd:rdydz

Vért omrade K lampar sig for rymdpoléra koordinater.
Det 6vergar dii K' = {(r,0,¢): 0 <r < V8, Z <0< g, 0 < ¢ < 2w} och Jacobianen ir 2 sin §. Nu blir

27 2 ve sin® 0 Ve
1= /// 47 cosOr° sin 6 drdfde = / do / sin 6 cos 6 df / a3 dr = 2m { 5 } [7“4] =327
oK' 0 z 0

0
Vitskan flodar alltsa ut fran K med 327 m®/s.
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4. VarytaY ir en paraboloid med y-axeln som symmetriaxel. Dess randkurva 0Y ir 22 4+ y? = 9, y = 1. Denna kurva
ir (med samma orientering) ocksé randkurva till ytan Z som ges av 2> 4+ 4> < 9, y = 1 med normal i positiv y-led.
Enligt Stokes sats dr nu var kurvintegral 6ver bada dessa orienterade ytor lika med kurvintegralen F.r.

oy
Vi skulle kunna rikna ut denna integral, men det dr dnnu enklare att ga pa ytintegralen 6ver den plana ytan, dvs

// (V x F)- N dS.Hirdr N = (0,1, 0) och rotationen av F' kan vi beriikna:
z

ex ey e,
_ 9 9 o | _
VxF= 2 o L =()5,00)
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2zyz + 5z e“cosyz zy

Hir behdvs ju bara y-koordinaten, eftersom vi ska multiplicera skaldrt med (0, 1,0)! Vi landar nu pé en dubbelintegral:

//Y(VxF)-NdS://Z(V><F)-NdS:/A2+22<9(...,5,...)~(0,1,0)dmdz:5//$2+22<9d:cdz

Den sista integralen uttrycker arean av en cirkelskiva med radien 3. Vart svar blir dirmed 457.

5. Vi ska maximera funktionen f(x,y, z) = xPy?2" pé en triangelyta M = {(z,y,2) :x+y+2=1, 2 >0, y >
0, z > 0. f dr kontinuerlig, M 4r kompakt, sa existensen av bade maximum och minimum av f dr garanterad pa M
(sats). Eftersom f = 0 pa randen och f > 0 i det inre, sa aterstar att soka extrempunkter i triangelns inre. Detta kan
formuleras som ett bivillkorsproblem: sok extrempunkter till f under bivillkoret g = 0, dér g(x,y,2) =x+y+2z — 1.
Minst en sadan extrempunkt (maximum) maste da finnas i triangelns inre. Eftersom f och g ér differentierbara, ska en
sddan punkt vara en dér V f och Vg ér linjért beroende, dvs eftersom Vg # 0 en 16sning till ekvationssystemet

pxP lydzm = A
py = qr

VP = M\Vyg qrPy?™lz" = A
= = pz = rz

g = 0 rePydz""t =\
r+y+z = 1

r+y+z = 1

Om vi l6ser ut y och z i x och sitter in i sista ekvationen (bivillkoret), far vi
s(1+445) =1
p P
vilket ger som enda 16sning:

P~A,T
(m7y7z): ( P ) g ) L ), med f= —p qr
p+q+r’p+qg+r p+qg+r (p+q+r)ptatr

vilket ddrmed maste vara det sokta storsta virdet.



6. Vi kan forsoka 16sa problemet genom att derivera H(z) = [ f(x,t) dt,
1—e —at?
t2

e foch f, dr kontinuerliga fér x > 0,¢ > 0
Singulariteten it = 0 #r skenbar: sitt f(x,0) =  som dr grinsvirdet dd ¢ — 0.

dir f(z,t) = och fo(z,t) = ~* Dessa funktioner uppfyller féljande villkor:

e Integralen H(x f o [f(z,t)dt dr konvergent for alla reella z,
dao < f(z,t) < tQ och f oo 1 5dt = 1 (jamforelsesatsen for generaliserade integraler),
intervallet [0, 1] &r inget problem enligt ovan.

o |fi(z,y) < e P forp < x < g och I e~ dt iir konvergent i varje kompakt delintervall [p,q] av (0, c0).

Enligt en sats kan vi da for alla = > 0 derivera enligt formeln H'( fo fa(z,t) dt vilket ger

H'(m)z/o e dt = {Vat = s, dt:%dﬂ:%/ﬂ e*szds:%

Eftersom H (0) = 0 ger detta slutligen H(x) = v/7x.



