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1. (a) Funktionen f(x, y) = x2 + y3 − 3y har två stationära punkter.
Bestäm deras karaktärer (lokalt max/min eller sadelpunkt). (3p)

(b) Visa att ytorna x2 − 2yz + y3 = 4 och x2 + 2y2 − z2 = −1 skär varandra under
rät vinkel i punkten (1,−1, 2). (3p)

(c) Beräkna
∫
C
zdx+ xdy + ydz där C är räta linjen från (1, 1, 2) till (3, 0, 3). (3p)

(d) Kan man beräkna
dy

dx
ur ekvationen y cosx = x2 + y2?

Gör detta och precisera villkoren. (3p)

2. En strömning har hastighetsfältet v(x, y, z) = (2xz, x+ z2, z2 + y). Beräkna flödet
per tidsenhet av v ut ur det område som begränsas av koordinatplanen och planet
2x+ 2y + z = 2. (7p)

3. En partikel påverkas av kraftfältet F (x, y, z) = (x2 − y3 + z, x3 + y − z2,−x+ y2 + z3).
Beräkna det arbete som uträttas då partikeln rör sig ett varv moturs sett ”uppifrån” längs
skärningskurvan mellan konen x2+ y2− z2 = 0, z > 0, och paraboloiden x2+ y2+2z = 3. (7p)

4. Bestäm största värdet av ax+ by, där a och b är positiva konstanter, på kurvstycket
x4 + y4 = 1, x > 0, y > 0. Glöm inte att motivera existensen av detta maximum. (7p)

5. Beräkna arean av ellipsoidytan som ges av ekvationen x2 + y2 + 2z2 = 2 (7p)

Ifall det skulle behövas, får du använda att
∫ √

1 + t2 dt =
1

2
(t
√

1 + t2 + ln(t+
√

1 + t2)).

6. För vilka reella tal α konvergerar den generaliserade dubbelintegralen (7p)∫∫
D

(x+ y)α

1 + x2 − y2
dxdy, där D = {(x, y) : 0 < x+ y < ∞, y ≤ x ≤ y + 1}?

7. (a) Definiera integrerbarhet för en begränsad funktion f(x, y) på en kompakt rektangel
D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}. (2p)

(b) Bevisa att om en funktion f(x, y) är kontinuerlig på den kompakta rektangeln D,
så är f integrerbar på D. (5p)

8. (a) Bevisa att varje potentialfält med potential av klassen C2 är virvelfritt.
(Ska göras detaljerat, hänvisa inte till s.k. nablaräkning!) (3p)

(b) Ange tillräckliga villkor för att likheten
d

dy

∫ ∞

0
f(x, y) dx =

∫ ∞

0
f ′
y(x, y) dx

ska gälla. (3p)


