Korta losningsforslag till tentan 2013 08 26

Obs! Hir ges inte alla detaljer i rdkningarna, ofta bara en beskrivning av hur man ska ga tillviga.

1. (a) Bestim en ekvation for tangentplanet till ytan z(1 4+ z?) = 1 4+ 3 i punkten (1,1, 1).

Med f(x,y,2) = 2(1 4+ 2?) — 1 — ¢* &r ytan en nivayta: f(x,y,2) = 0. For denna giller att gradien-
ten till fi (1,1,1) &r normalvektor till tangentplanet i denna punkt. Vi far Vf(z,y,2) = (2zz, =3y, 1 +
z?), Vf(1,1,1) = (2, —3,2) och planets ekvation: (2, —3,2)-(x—1,y—1,2—1) =0 <= 2x — 3y + 2z = 1.

(b) Funktionen f(z,y) = 2 — zy+y? — 2 —y+ 1 har en enda stationr punkt. Bestim den och avgor dess karaktir.

Den stationdra punkten ér 16sning till systemet f, =0, f; =0 < 2z —y—1=0, —z+2y—1=0 <~
2 =1, y = 1. Punkten (1, 1) &r den enda stationdra punkten. Dess karaktir avgors av den kvadratiska formen
(fi.h® + 2f"zyhk + fi,)/2 = h® — hk + k* = (h — k/2)® + 3k? /4, vilken hir &r positivt definit. Detta
betyder att (1, 1) dr en lokal minimipunkt.

(c) Ange matrisen for den linjira avbildning som lokalt kring (1, —1) approximerar f(z,y) = (z* + 3°, zy).

Det som efterfragas ir funktionalmatrisen i (1, —1), som ir,
med f = (u,v), uy, = 2z, uy, = 3%, v, = v, vy, =

(1, -1) Z;(:i’ﬂ:[_f ﬂ

;(17_1) ?/J( ’ )
(d) Funktionen f definieras av att f(0,0) = 0 och f(z,y) = g%y? annars.

Avgor om f har partiella derivator i origo, samt om f &r differentierbar i origo.

f(z,0) = —=z, f(0,y) = 0. Hirav far vi f,(0,0) = —1, f,(0,0) = 0, s de partiella derivatorna existerar

i origo. A andra sidan #dr f inte ens kontinuerlig i origo, eftersom lirr%] f(x,0) = 0 medan lirr%) flz,z) =
z— r—
. 1l—z 1 . . . . . . . . .
hn%) 5 — 3 Eftersom en differentierbar funktion maste vara kontinuerlig, dr f inte differentierbar.
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2. (a) Skriv den upprepade integralen / ( / f(z,y) dm) dy som en upprepad integral i omvind integrations-
0 0

ordning.

(b) Berikna den generaliserade dubbelintegralen / /D W dxdy,
diD = {(z,y): x>0,y >0, 2> +y* > 1}.

(a) De roda linjerna i figurerna visar hur den forsta (inre) integrationen uppfattas i vardera fallet. I den forsta figuren har
y ett fixt virde mellan 0 och 2, medan x 16per fran y-axeln till kurvan z = y2. I den andra figuren har z ett fixt virde
mellan 0 och 4, medan y 16per fran kurvan y = /z till linjen y = 2. Svaret finns i den andra figuren.
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(b) Miingderna Dy, = {(z,y) : x > 0, y > 0, 1 < 2% + y* < n?} utgor en uttommande f6ljd fér D, och integranden
dr positiv i hela D. Vi kan da beriikna integralen som grinsvirdet av integralen 6ver D,, dd n — oco. Anvind polira
koordinater, da far vi efter att ha integrerat vinkeln
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3. Bestim virdemingden till f(x,y, z) = 2 4+ y® + 2> da definitionsmingden bestims av villkoren 4+ y + z = a och
22+ +22=a? (a>0).

Definitionsmingden &r skédrningskurvan mellan ett plan och enhetssfiren, dvs en cirkel i rummet. Denna mingd ar kom-
pakt och malfunktionen f dr kontinuerlig. Med stdd av en sats om kontinuerliga funktioner innebir detta att stérsta och
minsta virdena existerar, och da cirkeln ér en bagvis sammanhingande mingd garanterar en annan sats att alla véirden
dédremellan antas, s virdeméngden ir ett slutet intervall.

Da varje punkt pa cirkeln ir en inre punkt till snittet mellan definitionsméngderna till f och de bada bivillkorsfunktion-
erna som ges, sa vet vi att storsta och minsta virdena antas i punkter dir nimnda tre funktioners gradienter &r linjart
beroende. Om vi gor en 3x3-matris av dessa gradienter (rader eller kolonner), sa intréffar linjért beroende precis da
matrisens determinant ir noll. Man finner snart att detta intriffar dd x = y eller y = z eller z = x. Av symmetriskél
inses att det ricker att undersoka ett av dessa fall for att hitta de bada extremvirdena. T ex = y insatt i bivillkoren ger
oss tva punkter: (0,0, a) och (2a/3,2a/3, —a/3). Sittin i f och erhéll storsta respektive minsta virdena.
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Svar: V¢ = [5%, a’)

4. Berikna kurvintegralen / (yz2 +z, 22, 2xyz+ x222) -dr, dér  dr skiirningskurvan mellan ytorna 2 +y% 4422 = 4
¥
och z = y + 1, orienterad sa att dess projektion pa xy-planet genomlops i positiv led.

ett fall for Stokes sats. Kurvintegralen ersitts av en ytintegral av rotationen av féltet F* 6ver planet Y (inom sfidren) med
normal “uppat”. Med x och y som parametrar for planet, integrerar vi éver omradet D innanfor kurvans projektion pa
xy-planet. Detta omrade dr (16s systemet av de tva ytornas ekvationer for att fa skdrningskurvan)
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dvs en ellipsskiva med halvaxlarna a = 4/+/5 och b = 4/5. Vir ytintegral blir nu

// VxF-NdS:// (0,1—2:r22,0)-(0,—1,1)dxdy:// (2z2% — 1) dz dy
Y D D

Den ickekonstanta termen integreras av symmetriskal till noll. Kvar blir integranden -1, sa resultatet bli minus arean av

D, dvs —mab. Svar: ———

T

5. Studera ekvationen ze*~® = zy i nirheten av punkten (1, 1, 1). Motivera att ekvationen i en omgivning av (1,1,1)
definierar en funktion z = f(x, y) och att denna funktion har en Taylorutveckling av godtyckligt gradtal kring (z,y) =
(1,1). Bestiim ocksé Taylorpolynomet av grad 2.

Skriv ekvationen pa formen F(z,y, z) = 0. Implicita funktionssatsen garanterar z = f(x, %) som C*-funktion lokalt
kring (1,1, 1) forutsatt att F(1,1,1) # 0. D4 detta visar sig gélla (F.(1,1,1) = 2), s& kan vi derivera ekvationen
F(z,y, f(x,y)) med avseende pa x och y. Exempelvis vid x-deriveringen far vi

Fo(z,y, f(2,9)) + Fi(z,y, f(z,9)) fa(z,y) = 0

Med f. (z,y) ersatt med z fir vi en ny ekvation av typen G(z,y, z) = 0:

z-derivatan av dess vinsterled i (1,1,1) ir ju ater F.(1,1,1) = 2, och om viinsterledet bara ir C*, sa blir ocksi
den lokala 16sningen z = f.(x,y) en ny C'-funktion. Eftersom F(x,vy,z) = ze*™® — wy ir C™ si ir det bara
att kora pa med obegrinsat antal deriveringar, i varje steg édr den kritiska z-derivatan densamma. Dérfor finns ocksa
Taylorpolynomet av varje 6nskat gradtal néra (1, 1, 1). Efter en x- och en y-derivering sitter viinz = 1, y =1, 2 =1
i de erhdllna ekvationerna och 18ser ut derivatornas virden f,(1,1) = 1, f;(1,1) = 1/2. Vi deriverar en andra géng
med avseende pé x och y i dessa uttryck och kan da 1sa ut andraderivatorna:
e (1,1) =0, f,(1,1) = f,(1,1) = 1/4,+f,,(1,1) = —3/8. DA far vi Taylorpolynomet av andra graden:
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6. Lit Y vara en C' begrinsningsyta till en kropp K i halvrummet z > 0, med normal ut frin K. Bevisa olikheten
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Forutséttningarna for Gauss sats dr uppfyllda. Med det givna filtet = F harvi V - F' = ze=? (2 — 2% — y?), s enligt
Gauss sats #r var integral lika med /// 26722 (2- z? — y2) dx dy dz. Denna integral blir sa stor som mojligt om K
K

ir hela det omréde dir integranden &r > 0. Genom att alltsd vilja K = {(z,y, 2) : ©* +y*> < 2, 2 > 0} sd far vien
ovre begrinsning for var integral for alla tinkbara val av K. Vi berdknar denna generaliserade integral:
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varav alltsa olikheten foljer.



