Kortfattade losningar till tentan MVE035 2015-03-16

1. (a) En normalvektor till ytan f(z,y,2) = —2 i punkten P = (1, —1,—2) ér gradienten till f i punkten P, dvs
Vf(P) = (y*—vy,2zy—x,—22)|p = (2, —3,4). Tangentplanet har di en ekvation av typen 2z —3y+4z = D,
dér insdttning av P ger oss D = —3. Tangentplanet ges av ekvationen

2x — 3y +4z = 3.

(b) Vf = (2y + 2z,2z — 2y) = (0,0) har en enda 16sning (z,y) = (0,0). I denna enda stationdra punkt éir den
kvadratiska formen

Q(h, k) = %(f;’z(o,())hz + 2f2,(0,0)hk + £1,(0,0)k%) = h® + 2hk — k* = (h + k)* — 2k°

Vi ser att denna kvadratiska form #r indefinit, sa vi har en sadelpunkt.
Origo ir en sadelpunkt.

(c) Med kedjeregeln far vi, med f(u,v) = f(z,y) (det ir OK att behalla funktionsnamnet f):
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Eftersom y = u + ° = u 4 v far vi den nya ekvationen: v =u+v-.

(d) Om P(z,y) = 6xy® 4 622y si ska P, = Q. vara uppfylld (da ir integralen oberoende av viigen). Detta ger
18xy? + 622 = Q. = Q = 92%y* + 22® + g(y), ddr vi kan vilja (t. ex.) g(y) = 0. Alltsi kan vi ta
Q(x,y) = 9x%y? + 2x5.
(Man kan ocksa utgd ifran att det ska finnas en potential.)

2. Om vi sluter kurvan genom att ligga till striickan L mellan (—3,0) och (—3, 4), sa har kan vi anviinda Greens formel
(filtet dr C* 6verallt, randen #r C', omloppsriktningen &r positiv) fér denna nya kurva. Vi méste di ocksa berikna
kurvintegralen dver L och subtrahera den. Med D lika med den hogra halvcirkeln och 0D orienterad positivt, samt
(P,Q) = (2y 4z, 42 — 4/®) har vi d&

/Pd:c+Qdy+/Pda:+Qdy: Pdm—i—Qdy:// (Q — Py) dxdy
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och ddrmed
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3.

(a) Vi studerar forst skiarningskurvan mellan ytorna, en sadelyta och en elliptisk paraboloid.

z = 8—ar+44? 2 4+y? = 4
{ z = z? + 3y° z = 442
K begrinsas dirfor av de tva ytorna och en cylinder:
1,2 + y2 S 4}

K={(z,y,2): 2" +3y° <2<8—a+¢°,

Volymen av K kan da uppfattas som dubbelintegralen 6ver D = {(z,y) : 2% 4+ y* < 4} av ytornas differens:

p(K) = //D (8 =2 +y") — (2" +3y")) dady = /D 2(4 — 2® — y*) dady

Vi ser att differensen ér positiv inne i cylindern, sa vi har tagit differensen ritt. Med polira koordinater (J = r)

har vi ) ) )
w(K) :/ d0/ 2(4—7”2)7"d7“:47r/ (4r — r®) dr = 167
0 0 0

Hir ir det lige for Gauss sats, filtet w ir C*, randytan 0K ir C' och ges utétriktad normal. D4 ges flodet av u ut

(b)
fran K av en normalytintegral som enligt Gauss sats ir

//aKu.NdS:///K V-udmdydz:///K 1dedydz = p(K) = 167

(c) Vi har sett att skirningskurvan ir randkurva till C*-ytan
Y = {(z,y,2) : z = a2 + 3y*}, diir (z,y) € D= {(z,y): 2> +y° <2}

(den andra ytan gar lika bra). Om vi later ytans normalvektor peka uppat, sa ér orienteringen av yta och randkurva

s& som begirs i Stokes sats. Filtet F'(z, y, z) = (2, x, ze®) ir ju ocksd C* 6verallt.
Vihar V x F = (0,0, 1), ochmed (z,y) = (z,y,2° + 3y*) dr r, x r, = (—2z, —6y, 1). Stokes sats:

F«d’rz// VXF-NdS:// (0,0,1)«(72x,76y,1)dxdy=// ldzxdy = p(D) = 4w
oy Y D D

(d) Vibehover berikna trippelintegralen / / / z dzxdydz, eftersom z-koordinaten f6r masscentrum for K &r denna
K

integral dividerad med volymen av K.
8—z24y? 1
zdz = // 5((8 — 2?2+ )% — (2% + 3y%)?) dady =
D

/// zdmdydz:// dmdy/
K D z243y2
= // %(8 — 22 — 2y*)(8 + 4y°) dwdy = ( polira koordinater, J = r )
D

2 27 1 9 9 9 2 27 1 9 9
=/ dr/ 18— 2% (8 + 4% sin 9)rd0:/ dr/ 2(8—20%)(8 4 20*(1 — cos 20))r db =

0 0 0 0

2 2
(cos2x integreras till noll ) = 47r/ (4 — )4+ r*)rdr = 47r/ (161 — r°)dr = %
0 0

Vi dividerar med volymen av K som enligt (a) dr 167 och far zp = % och masscentrum (0, O, %
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4. Vi har ett bivillkor: K + L = A, K > 0, L > 0, vilket definierar en kompakt mingd. Var malfunktion P(K, L) =
CK“L'~ ir kontinuerlig. En sats garanterar di att bide storsta och minsta virdet av P under detta bivillkor existerar.
Eftersom P(K,L) > 0 och P(0,L) = P(K,0) = 0, s& maste minimum vara noll. Vart maximum ir alltsa en inre
punkt pa striickan K + L = A, K > 0, L > 0. Enligt satsen om bivillkorsoptimering r denna punkt en 16sning till
ekvationssystemet

VP och Vg dir linjart beroende
{ g=K+L—-A=0
Eftersom Vg = (1,1) och VP = (CaK* 'L'™* CK*(1 — o)L™%) = CK* 'L *(aL,(1 — a)K), si far
systemet utseendet

al = (1-ao)K
K+L = A

med 16sningen K = A, L = (1 — «)A, vilket dr vir maximipunkt.

5. (I) Losning med “’derivering under integraltecknet”
Om vi forst antar att deriveringsoperatorn far flyttas in under integraltecknet, far vi:

e et } =00 1

Fy(z,y) =/ —e "dt = [
0

T t=0 T

o0 —Ytot=o0 1
Fyay)= [ e =[S 1) =
0 Yy Jt=0 Y
Av detta far vi att F(z,y) = Iny — Inx + C. Genom att sétta in « = y i var integral, ser vi att
oo —xt _ —axt
0:/ %dt:lnx—lnw—&—a
0

dvs C' = 0. Vi har fatt F(z,y) = In Z.

Vi ska nu rittfirdiggora vara deriveringar innanfor integraltecknet. Enligt sats 3 i kapitel 5 ska vi kolla om

1) Var integral édr konvergent for alla z > 0 respektive y > 0.

Nira t = 0 #r integranden approximativt lika med y — z (Taylorutveckla: e™** = 1 — xt 4 ...), sd
dar har vi inget problem. For 1 < < oo ir integrandens termer begrinsade av e~ ** respektive e~ ¥*,
sd genom jamforelsekriteriet dr bade [, elwt dt och [ E;yt dt konvergenta var for sig (och hela
integralen &r absolutkonvergent).

2) Integranden f(¢,x,y) och dess partiella z- och y-derivator dr kontinuerliga for x > 0, y > 0 och
0<t< o0

Detta dr tydligt med « och y, bara fallet ¢ = 0 kan vélla problem, men dér har vi ju var Taylorapproxi-
mation som verifierar kontinuiteten.

3) Vi ska vi hitta en majorant g(¢) med konvergent integral for | f.| = e~ ** pa varje z-intervall av typen
[a,b] med 0 < a < b < co. DA tar vi g(t) = e~ **, som ju har en konvergent integral. Precis likadant
for y-derivatan.

Dessa kontroller gor att vi vagar pastd att F(x,y) = In Z.
(IT) Losning med generaliserad dubbelintegral

Vi kan uppfatta integranden som resultatet av en integration, och didrmed blir var integral en upprepad enkelintegral.
Den kan skrivas om som en dubbelintegral och sedan med framgang integreras i omvind ordning:

[e’s} —xzt _ _—yt o] —st s=1 [e’s} Y Yy oo
F(z,y) = £ ~° at= - Yat = dt e tds = ds e tdt =
0 t 0 t s=x 0 z x 0
Yy —st 2 t=00 v q
:/ [—6 ] ds:/ Zds=mY
® s li=o s S X

Vi fick kasta om integrationsordningen eftersom de upprepade integralerna dr absolutkonvergenta.




6. Se ldaroboken kapitel 9!

7.

(a) se ldroboken kapitel 4!
(b) Vi kriver att F'(z,y) ska vara C* och att F})(a,b) # 0, dir F(a,b) = C. Da ska det finnas en omgivning till

(a,b) dir ekvationen F(z,y) = C definierar y som en C*-funktion f av x. For beridkning av hogre derivator
deriverar man ekvationen F'(z, f(x)) = C upprepade ganger.

Motivering/bevis: Att funktionen f € C' existerar lokalt sikerstills av implicita funkltionssatsen i sin vanliga
form. Vid derivering far man

Fy(z, f(2)) + Fy(x, f(2))f'(z) =0

Om vi byter ut f’(z) mot variabeln y, sd har vi en ekvation

G(z,y) = Fy(w, f(2)) + Fy(o, f(2))y =0

Om F € C* (med k > 2), sa kan vi tillimpa implicita funktionssatsen pa ekvationen G(x, ) = 0, dir G € C*
och G} (a, f'(a)) = F,(a, f(a)) # 0. Den 16sning y som funktion av 2 som nu utlovas, maste ju vara identisk
med f’(x), si den blir C* och

Gz, f'(2)) + Gy, f'(2)) f(x) = 0

sa vi har fatt fram en andraderivata av f. Detta kan upprepas rekursivt for varje derivata upp till ordning k.

Variant: Om man loser ut f’ ur den forsta deriverade ekvationen, s fir man ju

_Fi(z, f(x))
Fy(z, f(z))

Om F har andraderivator och Fy, (a, f(a)) # 0, sé forstar man att kvotregeln producerar en andraderivata [ (z)
som ér OK (alla ingdende derivator finns och nimnaren (F} (a, f(a)))? 4r skild fran noll). D4 har man fixat fallet
k = 2. Om villkoret pa F tillater att vi deriverar fler gdnger, far vi ett allt risigare uttryck, men dven nu kan vi
forsta att ndmnaren &r nollskild (den utgdrs av allt hogre potenser av F} (a, f(a))).

fl(z) =



