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En kvasilingdr partiell differentialekvation av forsta ordningen &r av formen
P(z,y,wu, + Qz, y, u)uy, = R(z,y, u) 1)

Ekvationen &r linjir, om P och @ #r oberoende av u, och om R(z,y,u) ir av
formen Ry(z,y) + Ri(x,y)u. Vi antar att P, Q och R #r C'-funktioner. Om

z = u(z,y) &r en losningsyta till (1), sa &r n = (uj,, uy, —1) en normal till ytan.
Lat F(r) vara vektorfiltet

F(r) = (P(r),Q(r), R(r)), dir r = (z,y, 2).

Da séger ekvation (1), helt enkelt att n-F = 0, dvs. F ligger i tangentplanet
till ytan i punkten (z,y, z). Kurvor med F som tangentvektor spelar en viktig
roll vid l6sandet av (1).

Definition. En karakteristik &r en kurva vars tangent i varje punkt r ar
parallell med F(r).

Om karakteristikens ekvation i parameterform &r r = r(t), sa ir

le—f =k(t)P(z,y, 2)
& = Q1 2)
% =k(t)R(z,y, z)

for nagon kontinuerlig funktion k(¢) > 0. Vi kan utan inskridnkning anta att
k(t) = 1, ty olika funktioner k(¢) motsvarar bara olika, men ekvivalenta, pa-
rametriseringar av kurvan. I ett omrade diar P, @ och R &r skilda fran 0 kan
karakteristikens differentialekvationer skrivas parameter-oberoende som

de _dy _ iz

P Q@ R’
Om t.ex. R = 0 fas i stéillet % = %y och dz = 0, dvs. z = C (en konstant).

Lat a = (a, b, c¢) vara en godtycklig punkt. Enligt teorin fér ordinédra differenti-
alekvationer har systemet

dx

dt P('ray7z)7 Z‘(O) —Cl,

d

W =Q@y2).  y0)=b, (2)
dz

a R($7yaz)7 Z(O)_C7
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en entydig 16sning i nagon omgivning av ¢ = 0. Det finns alltsa en entydig karak-
teristik som gar genom a. Enligt foljande sats byggs en godtycklig l6sningsyta
z = u(z,y) till (1) upp av karakteristiker.

Sats. Antag att u(x,y) ér en 16sning till (1) och lat a = (a,b,¢) dir ¢ =
u(a, b), vara en punkt i 16sningsytan. Lat (z(t), y(t), z(t)) vara lésningen till (2)
(karakteristiken genom a). Da géller att hela karakteristiken ligger i 16sningsy-
tan, dvs. z(t) = u(z(t), y(t)).

Bevis. Lat X = X(¢t) och Y = Y (t) vara lsningen till systemet

dX

& = P(X,Yu(X,Y)), X(0) = a,
CrSQILYu(XY), YO =b

Sétt Z(t) = u(X(t),Y(t)). Da ér (eftersom wu satisfierar (1))

% — (X, Y)X(t) + ul (X, Y)Y'(t)
= u;(X, Y)P(X, Y, u(X,Y)) + u;(Xu Y)Q(X,Y,u(X,Y))

R(X, Y, u(X,Y)),
och Z(0) = u(a,b) = c. Alltsa satisfierar (X,Y, Z)

X
%:P(X,Y,Z), X(0) =a,
Y
T -axvz,  vo=»
7
9 Rx.Y.2) Z(0) = c,
dt
och pa grund av l6sningens entydighet dr dirmed z(t) = X (¢), y(t) = Y (¢), 2(t) =
Z(t). Det foljer att z(t) = u(z(t), y(t)). [ |

Ofta vill man 16sa det s.k. Cauchy-problemet, dvs. man soker en 16sning z =
u(zx,y) sadan att 16sningsytan innehaller en given kurva C. Lat C ha ekvationen
r = ro(s) = (zo(s),%0(s),20(s)), och antag att tangentvektorn ry(s) inte dr
parallell med F (C &r inte en karakteristik). Bestdm f6r varje s karakteristiken
genom ro(s). Vi far da funktioner x(s,t),y(s,t), z(s,t) sadana att

0
Qs -0
% - R(x’ya Z)’ Z(S’O) = zO(S)’

och r = (z(s,t),y(s,t),2(s,t)) ir en parameterframstiillning av 18sningsytan.
Vi ser att ytan genereras av en enparametrig skara av karakteristiker (s &r
parametern). Om s och t elimineras, kan vi skriva ytans ekvation pa formen
z = u(z,y). Att vi verkligen har fatt en losningsyta till (1) kan inses pa f6ljande
sitt. Tag en godtycklig punkt pa ytan och bestdm det virde pa s som hor till
karakteristiken genom punkten. Om denna karakteristik har ekvationen r = r(t),
sa dr z(t) = u(x(t),y(t)), och genom derivering fas

R =2 = w2’ +uyy = Puy, + Qu,



langs karakteristiken, och speciellt i den betraktade punkten. Ekvationen (1)
géller alltsa for den konstruerade funktionen.

Man kan naturligtvis ocksa l6sa Cauchy-problemet genom att forst bestdm-
ma ekvationens allménna l6sning. Vi skall ange ett par metoder att gora detta.
Betrakta forst fallet da P och @ dr oberoende av u. Da studerar vi karakteristi-
kens projektion pa xy-planet. Los systemet (vi antar att P och @ &r skilda fran
0)

dx dy

P(r,y)  Qlz,y) ®)

och skriv 16sningen pa formen g(x,y) = C, dir C &r en godtycklig konstant.
Differentialekvationen (1) kan nu férenklas genom en variabelsubstitution; man
sitter s = g(x,y) och t = h(x,y), diir h(x,y) ir en C'-funktion vilken som helst
sadan att detta &r ett tillatet variabelbyte. (Valet av h(z,y) visar sig vara av
underordnad betydelse; ofta kan man ta x eller y.) Da évergar (1) i

Ou dg Ou Oh ou dg Oudh dg dg., Ou oh Oh . Ou

_— _— _— —_—) = _— _— ) — Pi —_—)—_— =

Gsartaror TG0, 7o e, ~ Pa: 9,8 T T,
Eftersom g(z,y) = C, & 0 = g—g + %Z% , och enligt (3) har vi % = % . Alltsa

ar P% + Qg—g = 0, och ekvationen blir

ou R

9t~ poh oh

ot PSE + QaT,
Har dr hogerledet en kidnd funktion av s,t och u. Vi har alltsa fatt en ordinér
differentialekvation for i variabeln ¢. Specialfallet R = 0 (homogen ekvation) dr
sérskilt enkelt. Da blir u = f(s), dér f(s) dr en godtycklig funktion. Losningen
i detta fall blir alltsa u(z,y) = f(g(z,y)).

Exempel 1. Bestim en losning till —a?u/, + u; = (0 sadan att l6sningsytan

innehaller halvlinjen z =y, x = 1.
Lésning 1. Karakteristikernas differentialekvation i zy-planet &r

dr _dy

-2 1’
L =y+0C, g(z,y) =1 —y=C. Allménna l6sningen &r enligt ovan
u(x,y) = f(% —y). Villkoret att z = y, = = 1 skall ligga i ytan ger y = f(1—y),
1 —y, och losningen blir

1
U(%y):l—;er-

Lésning 2. Vi anvénder "parametermetoden” som beskrevs ovan. Paramet-
risera den givna kurvan:

Bestam karakteristiken:

Z—f =P =17 x(s,0) =1,
%:Q:L y(s,O):s
%:0, z(s,0) = s



Forsta ekvationen ger —% = dt, % =t + C4. Villkoret for ¢t = 0 ger C; = 1.
Losningen blir

x(s,t) = y(s,t)=t+s, z(st)=s.

1
t+1’

Lésuttochs:tz%—l, s:y—t:y—i—kl, z:s:y—%—l—l.

Figur 1: Ezempel 1. Hér ser vi nagra karakteristiker utritade. Begynnelsevirdet
markeras med .

Ezempel 2. Los zyu, +zuy, =y, >0, y > 0.
Lésning. Karakteristikernas ekvation &r

de _dy _d:

Ty T Y
I xy-planet har vi dx = ydy, * — %yQ = (1. Sitt s=x — %y2, t =x. Da ar

ou ou ou ou
xy(—8~1+—~1)+x(—~(—y)+a~

s 0) =y,

dér f &r en godtycklig C'-funktion. Alternativt kan man hir bestimma karak-
teristiken ur ‘% =dz, dvs. Inz = z + Cy(s’), dér s’ dr parametern for en ténkt
begynnelsekurva. Tillsammans med sambandet x — %yz = C1(s') enligt ovan far
vi direkt (genom elimination av s') att z = u(z,y) = Inz + f(z — y?).

Atervind till den allménna kvasilinjira ekvationen (1). Lagrange angav 6l-
jande metod for att bestdimma en allmén 16sning. Skriv 16sningen till

dx B dy B dz @)
P(z,y,2)  Q(z,y,2) R(z,y,2)

pa formen
g(x7y7z) :Clu h(%i%z) :C2~ (5)



Da ger F(g(x,vy,2),h(z,y,2)) = 0 en 16sning for varje C*-funktion F(s,t). Ek-
vationen (5) ger en tvaparametrig losningsskara till (4), dér varje 16sningskur-
va framstélls som skédrningen mellan tva ytor. Genom en relation av formen
F(Cy,Cs) = 0 fas en enparametrig skara av karakteristiker, och enligt ovan bor
detta generera en losningsyta z = u(x,y). For en linjir, homogen ekvation (P
och @ oberoende av u, R = 0) &r ekvationen (4)

dr.  dy L_C
P(z,y)  Qz,y)’ -

Losningen till den forsta ekvationen kan skrivas pa formen g(z,y) = C1, och
enligt Lagranges metod ges den allménna lsningen av F(g(z,y),2) = 0. Om 2
loses ut, blir 16sningen av formen z = f(g(z,y)) = u(z,y) som ovan.

Exempel 3. Los (y* — u?)u!, — ryuy = zu, x > 0, y > 0. Bestdm den
16sningsyta som innehaller halvlinjen z =y =« > 0.

Lésning. Karakteristikernas ekvation blir

dr  dy _@

y2—22  —zy xz (6)
Den sista likheten ger —Iny = In |z| —InC4, g(x,y,2) = yz = C;. Det kan vara
litet knepigare att hitta den andra funktionen h(x,y, z) i (5). Hér dr ett séitt: Om
det gemensamma virdet av kvoterna i (6) kallas w, sa &r dr = (y? — 2?)w, dy =
—ryw,dz = xzw, varfor xdr + ydy + zdz = (xy? — 22% — Y2 + 22w = 0,
s att h(z,y,z) = 22 + y?> + 22 = C,. En allméin I6sning till ekvationen fas
ur F(yz,2? + 4% + 22) = 0. Vi kan ocksd ansiitta 16sningen t.ex. pa formen
yz = f(z?+y*+2?), dir f(s) dr en godtycklig C'*-funktion definierad for s > 0.
Vi vill att ekvationen satisfieras av z = y = & > 0, sd vi vill ha 22 = f(32?) for
x> 0. Alltsa &r f(s) = 5 for s > 0, och 16sningen fas ur yz = %(mz +y? + 22).
Detta ger z = 371, + %\/93/2 — 4(x% 4 y?). For att y = = > 0 skall ge z = x maste
minustecknet véljas. Losningen blir alltsa

z=u(x,y) = % (Sy— v/ 5y? —4362) .




