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1. DIFFERENTIALER AV FUNKTIONER

Lat D vara en 6ppen méngd i R™ och f en differentierbar funktion i D. Sasom gatts
igenom under kursens gang, innebér detta att f &r vl linjart approximerbar: For varje
vektor a € D, och vektor h € R", sa kan man skriva

f(a+h) = f(a) + Vf(a) e h + |h][p(h),

diar p(h) — 0 dd& h — 0. Den linjdra avbildningen R” — R som ges av h — Vf(a)eh
betecknas ofta som df (a), dvs.

df(a)(h) := Vf(a)eh.

Lat oss betrakta nagra specialfall: Om f &ar funktionen f(z1,...,z,) = z;, kallar vi dess
differential dz;. Den har egenskapen att dx;(h) = h;, vilket helt enkelt foljer fran observa-
tionen att Vf(a) = (0,...,0,1,0,...,0), dir 1:an ligger pa den i-te platsen. Detta innebér
att vi kan skriva h = (dzy(h),...,dz,(h)) och siledes

Af(a)(h) = Vf(a) e (dra(h), ..., den(0) = 5 2L (a)du(h).

Detta forkortas ofta som, eftersom a och h ofta &r implicita:

n Of
af = P, L
=1

En naturlig fraga nu dr: Om df(a) : R™ — R d& &r en linjariserning av funktionen, vad ar
det en linjar avbildning emellan, hur tolkar vi vektorrummen R™ och R som den avbildar
emellan? Heurestiskt borde detta motsvara & ena sidan linjériseringen av omradet D i
punkten a, och linjdriseringen av omradet R i f(a). Det dr vad man oftast brukar referera
till som tangentrummen av D i a respektive tangentrummet av R i f(a).
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Definition 1.1. Om D dr éppet omrdde i R™, definierar vi tangentrummet till D i punkten
a, betecknat To(D) som R™.

Givet en vektor x i f, tdnker vi pa T»(D) som alla vektorer som borjar i a, och slutar i
x. Efter translation, kan vi representera den vektorn som h = x — a. P4 samma sétt repre-
senterar vi tangentvektorer T(,)(R) pa formen 2 — f(a) (bérjandes i f(a) och slutandes i
z.

Om historien ovan ska fortsitta, borde df(a) alltsd motsvara en linjar avbildning
Ta(D) — Tpa)R, och vi borde kunna skriva

z— f(a) =df(a)(x — a). (1)
Detta ar oftast hur vi har definierat tangentplanet for funktionsytan z = f(x). Notera att
vi alltid kan skriva en sddan funktionsyta som en nivayta z — f(x) = 0. Kom nu ihag att

kerdf(a) = Vf(a) e h = 0 ar ekvationen for tangentplanet vid punkten a, till nivaytan
f(x) =C, dar C = f(a). Vi betecknar nivaytan med niva C' med Xc.

Proposition 1.2. Antag att Vf(a) # 0. Da dar
kerdf (a) = Ta(X¢).
Speciellt har vi att om nivaytan ar pa formen F(x,z) = z — f(x) = 0, s& ar

VF(x, f(x)) = (=V[(a),1).

Om vi betraktar kirnan till denna, ser vi att vi far exakt ekvationen (1) for tangentrummet
till funktionsytan (tink pa att representera tangentvektorerna i punkten (a, f(a)) i R**!
som (x —a,z — f(a)).

Hér ska man dock gora skillnad pa tva stycken koncept: I det ena fallet tdnker vi pa en
funktion f : D — R som en avbildning mellan D och den geometriska kurvan R, sa att
vi tdnker pa f(a) som en position pa kurvan. I det andra fallet tdnker vi pa f som en
avbildning mellan D och de reella talen, och tédnker pa f(a) som vérdet pa funktionen.
Detta ar bara en konceptuell skillnad, men i det forsta fallet véljer man ofta att tdnka pa
df(a) som en avbildning mellan tangentrum som ovan, i det andra fallet vdljer man att
tanka pa df (a) som en avbildning fran tangentrummet T, (D) till R.

2. LITE MER ALLMANNA TANGENTRUM

Vi har ovan diskuterat kort vad en differential av en funktion i flera variabler. Speciellt
har vi noterat att det &r objekt som é&ter tangentvektorer och spottar ut tal. Det finns
langtgaende generaliseringar av detta, dar man ersitter 6ppna delméngder i R™ med méng-
falder (som lokalt ser ut som 6ppna delméngder i R™). T en sddan kontext definierar man
en tangentvektor X utifran riktningsderivata-egenskapen: Om v &r en tangentvektor, ges
riktningsderivatan av f i punkten a och tangentriktningen v som

Hér ar f en deriverbar funktion pa omradet X. Da géller speciellt Dy (fg) = Dv(f)g +
fDy(g). Om det finns tva vektorer v, w som ger upphov till samma riktningsderivata", sa

—Vf(a)ev. 2)
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giller det att for alla differentierbara funktioner f att Vf(a)e (v —w) = 0. Men detta kan
bara hinda om v = w (inses genom att ta f till funktionen som &r projisering pa i-te vari-
abeln). Med samma logik kan man fa tillbaks v fran funktionen Dy (f) genom att betrakta
projiceringen pa i-te variabeln. Vi har visat att en tangentvektor i en punkt a dr samma
sak som en operation X som tar in en differentierbar funktion, och spottar ut ett tal, och
uppfyller X(fg) = X(f)g+ fX(g). Detta borde ge en vag kinsla fér hur man generaliserar
begreppet tangentvektor (eller snarare derivering, som det brukar kallas i litteraturen).
Foljande definition ger ytterliggare ett sitt att se tangentvektorer pa.

Definition 2.1. Antag nu istdllet att vi har en kurva i R™, som vi kan parametrisera via
x(t) = (21(t),...,2n(t)). Di dr x'(a) = %(a) = (2)(a),...,2(a)) en tangentvektor i
x(a).

Om X C R"™, sdger vi att Ta(X) dr vektorrummet som spinns upp av alla vektorer x'(0),
dir x(t) : R = X — R" ar differentierbar i origo, och x(0) = a.

Vi kan relatera de tva genom att sétta

x(f)(x(a)) = Vf(x(a)) e x'(a)

/
n

_d(fox)(t)
= T(a).

Notera att det bara beror pa vektorn (z(a), ..., (a)) och positionsvektorn x(a) och inte

hur kurvan x uppfor sig i andra punkter.

Example 2.2. Om D dr ett dppet omrdde 1 R™, sd dr tangentrummen i punkten a, TaD
alla riktningsderiveringar Xy (f) = Vf(a) e v =df(a)(v).

Example 2.3. Om X ges av F(x) = 0, kan tangentrummet i a representeras av alla
vektorer i R™ ortogonala mot VF(a), om VF(a) # 0.

Det far vi genom att tinka pa tangentvektorer som tangenter till kurvor: Eftersom VF(a) #
0, kan vi enligt implicita funktionssatsen beskriva X, lokalt runt a, som grafen till en C*
funktion g : U — R dir U dr en dppen delméingd i R"~1. Fér en kurva xp(t) : R — U,
differentierbar i origo, far vi en kurva x(t) := (xu(t), 9(xv)), R = X CR"™, och alla kurvor
ar pa den formen. Vi kan alltsi anta att vi har en kurva x(t) — X, differentierbar i origo
och betrakta den som en kurva x(t) — R™. Dq dr klart F(x(t)) = 0, och kedjeregeln ger oss
att

VF(x(t)) ex'(t) = 0.
Men di x(0) = a ser vi att x'(0) dr en tangentvektor till omridet X i punkten a, och alla
kommer upp pa detta sdttet.

3. VEKTORFALT, ELLER 1-FORMER

Boken pratar om vektorfilt i R? eller R3, forstatt som funktioner F' : R? — R2 eller
R3 — R3. For enkelhetens skull, lat oss fokusera pa R?. Tanken #r att i varje punkt
x € R?, lagger vi till en vektor F(x) = (P(x),Q(x)) € R2. Det kan t.ex. motsvara flodes
eller vindhastighet. Typiska exempel &r gradienter Vf till funktioner f : R? — R. Bland
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annat motiverat fran fysik /mekanik, givet en orienterad kurva 7, med parametrisering r(¢) :
[a,b] — R? definierar man en arbetsintegral

b b
/ Fedr— / (Pdr' () + Qdrl(t)) dt = / (P,Q) o x/(1)dt. (3)

Det beror endast pa v med sin orientering, och inte pa valet av (orienterings)-bevarande
parametrisering r.

Notera nu att enligt definition 2.1 sd &r r’(¢) en tangentvektor till kurvan ~ i punkten
r(t). Med andra ord sa dr vektorfiltet F' nagot som tar in tangentvektorer och ger ut
tal. Vi har sett detta nér vi introducerade differentialer av funktioner, sett som funktioner
fran tangentrum i punkter till R. Detta leder oss till begreppet 1-form, som &ar en typ av
generalisering av konceptet differential av funktion.

Definition 3.1. En 1-form pd ett omrade X dr nu ett uttryck som tar in tangentvektorer
och ger tillbaks tal. Mer specifikt dr det en uppsdtining linjdra avbildningar ToX — R, for
varje a € X.

Om vi nu har en differential df till en funktion R™ O D i> R, s& verkar detta pa tan-
gentvektorer som ovan genom att df (a)(X) = X(f) € R, eller mer konkret via df (a)(h) =
Vf(a)eh.

I alla fall, s kan en bas for rummet av alla linjar avbildningar R™ — R ges helt enkelt av
dx;(a) = dx; som vi beskrev i tidigare stycket. Det betyder rent konkret att varje linjar
avbildning A : T,(D) ~ R™ — R kan skrivas pa formen

A(h) = Fy(a)hy + ...+ Fp(a)h, = Fi(a)dz1(h) + ...+ F,(a)dz,(h).
Genom att variera punkten a € D, far vi funktioner a — F;(a)D — R.
Definition 3.2. En C' 1-form pia D C R™ dr ett uttryck pa formen
F(x) = Fi(x)dzi + ... + Fy(x)dz,
dir F;(x) € CY(D).

Detta ar alltsa ett abstrakt uttryck, som for en fix punkt a € D, definierar en linjar
avbildning
F(a):Ta(D) - R
genom formeln
Fa)(X) = Fi(a)dz1(X) + ... + Fp(x)dz,(X).
Ett exempel pa en 1-form ar alltsé ett vektorfilt, F' = (P, ) motsvaras av differentialformen
F = Pdx + Qdy.

Dessa kan integreras lings orienterade kurvor v, via en parametrisering r(t) : [a,b] — R2,
via formeln

b b b
/F:/ (Pdz + Qdy) (r’(t))dt:/ (Pdz(x'(t)) + Qdy(r'(t))) dt:/ (Pri(t) + Qryf(t)) dt.
Y a a a
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Detta &r helt samma definition som (3). Vi skulle kunnat definiera differentialformer utifran
hur man integrerar det langs orienterade kurvor. Da skulle tangentvektorerna kommit in i
bilden nér vi motiverat att vi maste folja orienteringen och att kurvan alltsa har en riktning.
Men andra ord ar en potentiell definition, och minnesregel:

1-former dr nagot man kan integerara ldngs orienterade kurvor.

Notera att det inte alls &r sa att alla differentialformer ar pa formen df, dvs. alla differenti-
alformer ar inte differentialer. Det ser enklast for n = 2, eftersom df (z,y) = %dw + g—idy.
For att en 1-form F(x,y) = Pdx + Qdy ska vara pa den formen, maste atminstone

oP 0% f 0% f 0Q

By - 0xdy - OyOx ~ oz’
dvs. % = %—g. Det &r en differentialekvation som inte alltid har en l0sning, t.ex. om
P(z,y) =y,Q(z,y) = 1.

Definition 3.3. En differentialform F = Pdx+ Qdy som dr pa formen df sdges vara exakt.

En 1-form dar %—5 = %—? sdges vara sluten.

Enligt diskussionen och exemplet ovan dr varje exakt 1-form sluten. Vi kommer se senare
att det finns 1-former som &r slutna men inte exakta, det kommer bero pa hur definitions-
omradet D for F "ser ut” (har det hal eller inte).
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