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1 Definitioner angaende kurvor

Def: En kurva r(t) dir t gar mellan o och 8 #r enkel da r(t;) # r(t2) da
a <t; <ty < f och sluten om r(a)=r(f).

1.1 Jordan Curve Theorem

~ &r en enkel och sluten kurva i planet. R2\7 bestar av tva sammanhingande
komponenter. En insida som &r begridnsad och en utsida som &r obegrinsad.

Def: v - en enkel och sluten kurva i R?. v genomléps moturs om insidan &r
till vénster om fardriktningen. Genoml6ps kurvan medurs dr insidan till hoger
om fardriktningen. Standard &r moturs och kallas da positivt orienterad.

2 Greens formel

2.1 Definition av positiv orientering

Lat D vara ett omrade i planet vars rand bestar av en eller flera enkla slutna
kurvor. Randen sdgs vara positivt orienterad om varje randkurva orienteras
sadant att D ligger till vinster om fardriktningen.



2.2 Definition av enkelt sammanhingande delméangd

En delmingd Q C R? siigs vara enkelt sammanhiingande om det ir sam-
manhéingande och insidan till varje enkel sluten kurva i € ligger helt och hallet
iQ.

2.3 Sats 9.2.1, Greens formel

Lat P och Q vara tva C'-funktioner i en dppen mingd Q C R?. Om det
kompakta delomradet D av ) har en rand 0D som utgérs av en eller flera
styckvis C'-kurvor och som #r positivt orienterade sa giller att

éDde+Qdy // @78—5 dz dy (1)

2.4 Tillampningar av Greens formel

2.5 Areaberikningar

Arean av ett plant omrade D kan berdknas med foljande formler, ddr u(D)
betyder arean av D.

1
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3 Konservativa fialt och Potentialer

3.1 Definition

Antag 3 vektorfilt F och skalarfdlt V : vV = F. Da sdger vi att F &r ett
Konservativt falt samt att V' &r dess en av dess potentialer.

3.2 Egenskaper hos konservativa filt och deras potentialer

Om vi vill integrera F, lings en kurva, mellan startpunkt @ och slutpunkt b kan
man anvanda satsen 9.4.2 i boken. Antag: F &r ett potentialfalt med potential
V 6ver det ppna omradet Q C R?.

— / Fodr= V() - V(@) (2)

Vilket leder till att om man har en sluten kurva ~, géller:

§1§F.dr=0 (3)

s



3.3 Sats 9.4.5

Om F = (P,Q) #r ett Cl-vektorfilt som uppfyller % = %—5 i ett enkelt sam-

manhéingande omrade 2, da har F en potential i 2. Detta kan jamfoéras med
hogerled i Greens formel (1), samt resultatet hérlett fran ekvation (4).

3.4 Sats 9.4.3

Om det giller att for alla slutna kurvor +, pa ett dppet omrade Q C R? si &r

§1§F~dr:0 (4)

s

sa dr det ekvivalent med att alla kurvintegraler pa ) dr oberoende av vigen.

3.5 Tilldmpningar konservativa filt, potentialer och kur-
vintegraler

Det finns manga mycket kraftfulla tillampningar fér kunskapen om konservati-
va falt. Da flera filt fran fysiken &r konservativa sa kan man férenkla manga
berakningar. Till exempel kan arbetet utfort pa en partikel som ror sig i en ba-
na betraktas endast i forhallande till start och slutpunkt vilket gor berdkningar
mycket ldttare. Har foljer nagra exempel pa slutsatser som man kan dra med
hjalp av potentialer:

e Newtons gravitationslag. Enligt lagen sa ér F(r) = —-G-M -m - W, déar
F(r) ar kraften beroende pa radien och allt annat konstanter.

vl = v/z2+ y? + 22. Sdtter man nu potentialen till V(r) = H%H’ da
C = GMm, sa far man att

_ z Y z _
VV(r) = <(z2—|—y2 +22)3/2’ (z2+y2+22)3/2’ (;1:2—|—y2+22)3/2> =F()
(5)

vilket ger att filtet &r konservativt.

e Coulombs lag (elektrostatik). Pa samma siéitt som gravitationskraften, en-
ligt Newtons gravitationslag, dr konservativ sa dr ocksa, den elektrosta-
tiska kraften, enligt Coulombs lag, det ty den kan omformuleras till en
formel med sammaradieberoende som i Newtons gravitationslag. Detta
ger att dven detta falt dr konservativt.

e Arbete och kinetisk energi. Arbetet U = AK dir K ar den kinetiska
energin. Detta kan hérledas med hjilp av ett intressant lemma, ndmnligen

att:
d

2 (0 - w(®) = v'(t) - w(t) +o(t) - o' (1) (6)



4 Vektoranalys i 3 dimensioner

Till en borjan definierade vi vad divergensen for ett tredimensionellt vektorfilt
dr. Detta kan skrivas pa tva sitt: div(F) eller Ve F. Om F = (Fy, Fy, F3),
dir Fy, Fy, F3 alla ar C'-funktioner, si dr V e F = 681;1 + 6871;2 + 66123. Sedan
definierades #ven vad som menas med V x F, dir F = (Fy, Fy, F3) ir ett C*-
flt.

Da definieras V x F' som

6o d K OF; 0F, OF, OF; OF, OF
0/0x 8jdy 892 :(—y‘“‘——2 -2 22 (1)
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Tva andra vanliga beteckningar &r curl(F') samt rot(F').

Dessa tva operatorer gor det smidigare att gora en utvidgning av den tidigare
tvadimensionella vektoranalysen till tredimensionell vektoranalys.

4.1 Flodesintegraler

Likt att det finns kurvintegraler i 2-D vektoranalys finns det d&ven kurvintegra-
ler i 3-D vektoranalys. (Det finns dven nagot som kallas flddesintegraler i den
tredimensionella vektoranalysen). Dessa definieras pa foljande siitt:

// F e NdS (8)

dér N &r en utatgaende enhetsnormal till ytan Y, F' &r ett 3-dimensionellt vek-
torfilt och dS &r ett infinitesimalt area segment av ytan Y. Den hér integralen
kan ténkas pa som att den beriknar hur mycket av F's flode gar ut genom det
infinitesimala areasegmentet som sedan summeras 6ver hela Y.

Det uppstar naturligt en fraga om berikningar av bade flodes- och kurvintegra-
ler i 3-D, nédmligen kan de goras pa nagot annat sétt? Ty de ofta kan bli langa
utrdkningar. Svaret pa den fragan &r ibland, vilket leder till tva satser. Gauss
divergenssats och Stokes sats.

4.2 Gauss divergenssats

Lat F = (Fy, Fy, F3) vara ett c'-vektorfilt definierat i en ppen méngd 2 C R3.
Om det kompakta omradet K C Q har en rand 0K som bestar av en eller flera
C'-ytor, och som #r orienterade med utatriktad normal, s& giller att:

ﬁ%KFoNdS://KVoFdV. (9)

Ett viktigt kriterium vid anvéindning av denna sats ér att ytan som integreras
over dr sluten samt att N dr enhetsnormalvektorn som hela tiden pekar ut fran
ytan.



