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1 Gauss’ sats, 10.2.1

Lat Q vara vara en 6ppen méngd och K vara en kompakt mangd dir Q, K € R?
och K C Q. Randytan till K som vi kallar 0K ska kunna delas upp i ett dndligt
antal C! ytor.

Vidare later vi u = (uy,us,us) vara ett C'-filt definierat i Q. Vektorfiltet
u kommer att floda genom randytan 0K och ddrmed kommer det finnas ett
nettoflode genom ytan. Det dr rimligt att nettoflodet har att gora med kéllorna
inuti K, det vill sdga hur mycket varje litet omrade inne kroppen producerar.
Ifall alla kéllor inuti K adderas borde man kunna séga nagot om flodet ut eller
in, vilket &r precis vad Gauss sats gor.

//Mu-NdS:///K(v-u)dv (1)

I viinsterledet har vi flodesintegralen 6verytan 0K . Detta dr en en flodesintegral
eftersom integranden dr filtet u:s fléde genom en liten yta (dS) som tillhor OK.
Till 0K har vi normalen N orienterad sadan att den dr riktad ut fran K. I
hogerledet har vi trippelintegralen av divergensen inuti K, alltsa adderas alla
kéllor i kroppen.

2 Stokes’ sats, 10.3

Lat u = (u1,uz,us) vara ett C1-filt definierat i en 6ppen mingd €2 i rummet.
Om Y &r ett orienterat ytstycke i € med orienterad rand JY sa giller att:

éyu' dr = //Yrot(u) ‘NdS

Att Y &r ett orienterat ytstycke med orienterad rand Y betyder att normalen
N till Y och tangenten T till Y forhaller sig pa sa sitt att kryssprodukten
N x T pekar in mot ytan.
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2.1 Virvelfria vektorfilt

Ett anvindbart begrepp for vektorfilt dr egenskapen virvelfritt.

Definition. Ldt F vara ett C-vektorfilt definierat i ett oppet omrdde Q i R3.
Vektorfiltet kallas virvelfritt om V x F =0 i hela .

2.2 Sats 10.5.3

Sats 10.5.3. Ldit F : Q — R3 vara ett C'-filt, dir Q C R> dr ett ppet omrdde.
Om filtet F dr konservativt sa ar det ocksa virvelfritt.

Notera att det omvinda inte &dr sant i allménhet, det vill séiga egenskapen vir-
velfritt medfor inte att filtet har en potential. Det givna exemplet for detta &r
magnetfiltet B(z,y, z). Det giiller att V x B = 0 i hela dess definitionsméngd,
men samtidigt 4r magnetfiltet inte konservativt i varje godtyckligt omrade i R3.

Satsen ar dock anvandbar for att kontrollera om ett vektorfilt har en potential
eller inte. Om rotationen av F dr nollskild nagonstans i det betraktade omradet
ar F inte heller konservativ.

2.3 Enkelt sammanhingande omraden

En relevant fraga #r om nagot krav kan stéllas pa omradet 2 sa att det gar att
avgora om ett virvelfritt falt dr konservativt. For att gora detta introduceras
ett nytt begrepp.

Definition. En delmdingd 2 C R"™ kallas enkelt sammanhdngande om varje
enkel sluten kurva i Q kan kontinuerligt deformeras till en enda punkt, utan att
limna omradet §2.

2.4 Sats 10.5.4

Efter att ha definierat dppet och enkelt sammanhdngande omraden och
virvelfritt kan vi nu ga vidare och formulera en sats.

Sats 10.5.4. Om vektorfiltet F dr virvelfritt i ett 6ppet och enkelt sam-
manhdngande omrdde D i R3 sd har F en potential i D.

For att ett omrade ska ha en potential kridvs att kurvintegralen

¢F~dr=O
il



for varje enkel sluten kurva i D, oberoende av vigen. Vi kan visa detta genom
att ta randen 9Y av en yta Y i D. Da foljer enligt Stokes’ sats att

ygyF-dr://Y(VxF)-NdS.

Vi vet genom definitionen av virvelfritt att
VxF=0

och darmed foljer att

;éyF-dr://Y(VxF)-NdS:O.

3 Nablarikning

3.1 Nablaoperatorn

For att underléitta rikningen visar sig den sa kallade nablaoperatorn, med be-

teckningen V anvéndbar.
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Det finns tva sétt som V kan verka pa ett vektorfilt F. Det forsta ér skaldrprodukt

’ oF,
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som ger tillbaka ett skaldrfialt. Det ar detta som bendmns som divergensen av
F. Det andra &r kryssprodukt,
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som ger ett nytt vektorfdlt som bendmns som rotationen av F. Per definition
sigs ett C!-filt F : R3 — R3 vara killfritt om V- F = 0. Det giller da att om
F ir ett godtyckligt C2-filt sa #r rot(F) kallfritt.

3.2 Laplaceoperatorn

Genom att berikna divergensen av vektorfiiltet grad f for en godtycklig reellvird
funktion f erhalles uttrycket div(gradf) = (V-V)f. Operatorn V-V = A brukar
kallas for Laplaceoperatorn.
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Detta kan i symbolsprak uttryckas V2 =V -V = A.



4 Optimering pa kompakta omraden, 4.1

Optimering pa kompakt omrade innebér att stka max/min-virden for en viss
kontinuerlig reell-vérd funktion definierad pa ett slutet och begridnsat omrade.

4.1 Sats 1.4

Sats 1.4. Lat K C R"™ vara en kompakt mdngd.
Om f: K — R dr en kontinuerlig funktion, sa antar f bade ett maz- och ett
minvdrde pa K.

4.2 Grundliggande problemstéillning

Givet:

K C R"™ kompakt, f: K — R kontinuerlig.
Uppgift:

Bestiam f:s max- och minvirden pa K.

4.3 Algoritm

I. Bestédm alla stationdra punkter till f inom K
II. Bestdm storsta och minsta virde pa randen av K

III. Berdkna och jamfor viardena i alla framtagna punkter

Noterbart &r att algoritmen &r rekursiv for randen till K. Om exempelvis n = 2
sa bestar randen av Cl-kurvor. Detta innebér foljaktligen att vi for randen i
detta fall kan anvénda algoritmen som for n = 1. Om istéllet n = 3 fran borjan
s& bestar randen istillet av C''-yta och da anvinds algoritmen som for n = 2.



