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OBS!

Motivera dina svar vil. Det ar 1 huvudsak tillvigagangssétten och motiveringarna som ger poing,
inte svaren.

Uppgifterna

1. Lat
flz,y) =3zIn(y +2) +z —2y% gz, y, 2) =z +ye® + 2%y>
(a) Bestdm ekvationen for tangenplanet till ytan g(x, y, z) = 5 i punkten (2, —1, 0).
(b) Bestam en riktningsvektor for tangentlinjen till skdrningskurvan mellan ytorna z =
f(z, y) och g(z, y, z) = 5 i punkten (2, —1, 0).
(c¢) Bestam Taylorpolynomet av grad 2 till f(x, y) i punkten (2, —1) och ddrmed berikna
ett approximativt virde for f(2.01, —0.98).

(d) Forklara varfor ekvationen g(z, y, z) = 5 definierar y som en funktion y = y(z, 2) i
en omgivning av punkten (2, —1, 0) och bestdm &ven %(2, 0) och %(2, 0).

2. (a) Skirningen mellan (.....) y>+2%2 = 2 och (.....) z = z dr en (.....). Fyll i de tre korrekta
orden.
(OBs! Orden “ytan” och “kurvan” godkinns ej, man maste vara mer specifikt!).

(b) Utan att rikna nagot, forklara varfor funktionen f(x,y, z) = x + y*2 mdste anta
bade ett maximum och ett minimum vérde pa skdrningen.

(c) Bestam dessa vérden.

3. Bestdm den allménna l6sningen till den partiella differentialekvationen

fzx + 2fmy + fyy - Q(fx + fy) = 07

dir f(z, y) € C?(R), genom att inféra de nya variablerna u = e**¥, v = e*7¥,

(Trps! Kan underlétta att konstatera att u, = uy = u, v, = v, v, = —v).

Var god vind!



4. Bestdm masscentrumet m = (my, my, m;) for féremalet som ockuperar omradet (4p)
D=A(z,y,2):—x<y<z,0<zx<m, —-2<z<2}

och vars densitet ges av p(z, y, 2) = e* (1 + cosy).

5. Lat F : R3 — R3 vara filtet
F(z, y, 2) = (xz _ 2zsin(z? + y2)ecos(ac2+y2)+22, 2 — 2ysin(z? + y2)ecos(12+y2)+z2’ 224 226605(z2+y2)+z2>
och lat v vara kurvan med parametriseringen
r(t) = (t3, —2t%, 13), 0<t<1.
(a) Bestdm kurvans liangd. (2p)
(b) Bestdm f,y F - dr. (3p)
6. En trumma ges av unionen av de tre ytorna Y7, Ys, Y3 dar

Vi={(z,y,2):2°+y*<1,2=0},
Vo={(z,y,2): 2 +y* =142 0< 2 <1},
Vs={(z,y, 2):a° +y* <2, 2=1}

(a) Skissa trumman. (1p)

(b) Bestdm flodet av vektorfiltet F = (23, y3, %) ut ur trumman genom att anvinda (3p)
Gauss sats.

(c) Bestdm samma flode men utan att anvinda Gauss sats (dvs direkt). (3p)

7. Lat D C R? vara en domén, dvs en 6ppen och sammanhéngande méngd, och lat f : D — R
vara en funktion.

(a) Definiera vad som menas med att (2p)
- f ar differentierbar i en punkt (a, b) € D
- f tillhor Klassen C?(D).

(b) Bevisa att om f dr av klassen C? da giller att (5p)

fxy(aa b) = fya:(a, b) v (CL, b) e D.

8. (a) Ge en formell definition av termen “orienterat C'-ytstycke med positivt orienterad (1p)
rand”.

(b) Formulera Stokes sats. (1p)

(c) Bevisa satsen da ytan #r en del av en C2-funktionsyta. (5p)

(OBs! Du kan anvénda Greens sats i ditt bevis utan vidare motivering).

9. Lat 0 < a < b vara tva positiva reella tal. Bevisa att (4p)

/27r dt _ 2£
o a2+ (b2 —a?)sin’t ab’

Go n’eiri an bothar libh!



1.

(a)

Lésningar Flervariabelanalys F/TM, 180310

2,-1,0 . N
Vg = (1 + 2232, * + 22%y, ye?) @10 (5, =7, —1). Sa tangentplanets ekvation &r

S5x — Ty — z = d for nagot d, som bestdms genom att sétta in punkten (2, —1, 0). Sa
d=5(2)—7(-1)—0=17.

SVAR: bx — Ty — z = 17.

En normal till funktionsytan z = f(z, y) ges av n = (f, fy, —1) =

- (31n(y+2) 1, 3 gy, —1) 2101 10, —1).

) y+2
En riktningsvektor for tangenten till skdrningskurvan ges da av
i j k
nxVg=|1 10 -1 |=(-17, -4, =57).
5 =7 -1
Vi har redan att f(2, —1) =0, f»(2, —1) =1, f,(2, —1) = 10. Och sedan,
3 (2,-1) —3x (2,-1)
=0 =—— =3 = — =" —10.
faxc ) fxy y+2 ) fyy (y+2)2

Sa Taylorpolynomet av grad 2 i punkten (2, —1) &r
1
P(hy k) =0+[1-h+10-k] + 5 [0-h*+2-3-hk —10-k*] = h + 10k + 3hk — 5k°.

Slutligen har vi approximationen

£(2.01, —0.98) ~ P(0.01, 0.02) =
=0+ 0.01 + 10(0.02) + 3(0.01)(0.02) — 5(0.02)% = 0.2086.

Fran del (a) har vi, i punkten (2, —1, 0), att (gz, gy, 9-) = (5, =7, —1). Eftersom
gy # 0 sa dr y = y(z, z) i en omgivning av (2, 0), enligt Implicita Funktionssatsen.
Dessutom &r 5 5 g )
Y 9z Y 9z
—=2,0)=—-F==—-, —=(2,0)=—-==—_.
83:( ) gy 7 z( ) 9y 7

Cylindern, planet, ellips.

Ty ellipsen ér en kompakt méngd (den #r sluten och begridnsad) och f &r en konti-
nuerlig funktion (uppenbart).

Vi vill maximiera/minimera f(z, y, z2) = = + 3?2 under bivillkoren g; = go = 0 dir
g1(z, y, 2) = x — z och go(x, y, 2) = y?> + 2% — 2. Vi kér Lagranges metod:

fe=XgLa+p-g2.=1=A (1)

fy=X g1y + 192,y = 2yz = p(2y) (2)
fo=Xgi s+ pgo. = y? ==X+ u(22) (3)
n=0=>zr=2z2 (4)

g =0=1y>+22=2 (5)

Ekv. (2) ger tva mojligheter, y = 0 eller u = z.

Fall 1: y = 0. Inséttning i (5) ger z = /2. Pga (4) har vi da tva kandidatpunkter:
(v2, 0, v/2) och (—v/2, 0, —/2).

Fall 2: pp = 2. Insiittning av detta och av (1) in i (3) ger y? = 222 — 1. Sétt in detta
i(5)safarvidz?=3=2=41=9y?=2(£1)2~-1=y=41. Vi har ocksd = = 2
enligt (4). Totalt har vi fyra kandidatpunkter har: (1, 1, 1), (1, =1, 1), (-1, 1, —1),
(-1, -1, —1).

Slutligen berédknar vi f:s vérde i var och en av de sex kandidatpunkterna:
f(ﬂv 07 \/i) = \/57 f<_\@7 07 _\@> = _\/57 f(17 17 1) - f(la _la 1) - 27
f(_la 17 _1) = f(_17 _17 _1) = —2.

Sa f:s storsta virde dr +2 och dess minsta virde ar —2.



3. Enligt kedjeregeln har vi forst

fz = fue + fove = ufy +vfy, (6)
Ty = fuuy + fovy =ufy —vfy. (7)

Derivera (6) en gang till m.a.p.  med hjélp av bade kedjeregeln och produktregeln:

fﬂm:u(fUU’u+fuv'U)+fu‘u+v(fvu'u+fvv'U)+fv'v
= =Wl fyu + 200 fuy + V2 fop + Ufu + V0. (8)

Om vi deriverar (6) m.a.p. y i stéillet sa far vi, efter en liknande berékning,

fxy:u2fuu_v2fvv+ufu_va~ (9)

Om vi deriverar (7) m.a.p. y igen sa far vi pa liknande vis

fyy :u2fuu_QUUfuv+U2fvv+ufu+va- (10)
Efter inséttning av (6)-(10) far vi helt enkelt att
fxx + 2fxy + yyy — Q(fx + fy) == 4U2fuu

Men u = e**¥ kan inte vara noll, si PDE:n reduceras till f,, = 0. Forsta integrationen
ger f, = G(v) och andra ger f = u-G(v) + H(v). Hir &r G, H valfria C%-funktioner av
en variabel. Slutligen skriver vi den allminna l6sningen ater i termer av x och y:

f(z, y) = e"VG(e" V) + H(e"Y), dir G(t), H(t) € C.

4. Bade omradet och foremalets densitet &r symmetriska kring planet y = 0 samt kring planet
z = 0, vilket direkt innebér att m, = m, = 0. Det aterstar att berdkna

- fffDxpdV_IQe dz [ xdx [* (1+ cosy)dy
X [, e dz [Tda [* (14 cosy)dy

Notera att z-integralerna tar ut varandra, sa det spelar ingen roll att vi inte har en enkel
primitiv funktion for dessa. Vi har att [* (1+ cosy)dy = 2(z 4 sinx). Sa

3 . ™
foﬂa:(a:—i—sinx)d:c [%—xcosx+s1nxh %3+7r
* [y (z+sing)da [%—COSJJ]W L22+2
0

o (73/3+4m
Sam-(w2/2+2,0 0>

5. (a) Kurvlingden ges av

1 1
/ Il de = [t ~at, 36| =

/ V(2t)2 + (3t2)2dt = / V2012 + 94 dt =
:/ £1/20 + 9¢2 d "2 / Vadu=---= = (29\/29—20\/2()).
0

(b) Man kan se ganska sa direkt att F = VV dér
l(mS +y3 _|_23) +ec0s($2+y2)+z2
3 .

Eftersom ~ gar fran (0, 0, 0) till (1, —2, 1) sa &r

Vix,y, z) =

/F-dr =V(1, =2, 1)=V(0, 0, 0) = (=2 + e“57F) — (04 0F0) = elFeosD ¢ 2,
v



6. (a) Se Figur 1. Notera att sidorn dr konkava, ty z = 2(r) = Vr2 — 1sa 2" (r) = W <
0.

(b) Enligt Gauss Sats s& ges flodet av [[[,. V- FdV dér K &r omradet som innesluts av
trummen. Vi har V-F = 3(22+y?) och K = {(x, y, 2) : 0 < 2 < 1, 22 +3? < 1+ 22}

Sa
1
// V-FdV:3/ dz// (2% + %) dzdy =
K x24y2<1+22
14 2 V1422
pozara 4 / dz/ / rdrdf =

147
— = 1 dy — ... — -1
2 O(+Z) 5

(c) SittY =Y UYoUY3, sa Y ér hela trummans yta. Vi soker [y, F-N dS, dér normalen
pekar hela tiden utat. Vi kan dela upp flédesintegralen:

//F-NdS:// F-Nds+// F-NdS+// F-NdS.
Y Y1 Yo Y3

P& Y; ar N = (0, 0, —1) s&

// F-NdS:—// 2% dx dy, (11)
Y1 x24y2<1

vilket skulle kunna réknas ut men det behovs ej (vi ska se om en stund varfor!). Pa

Y3 dr N = (0, 0, 1) sa
// F-NdS:// 2% dx dy, (12)
Y3 22+4y2<2

vilket vi inte heller behover rikna ut. Eftersom z > 0 pa Y5 kan den betraktas som

en funktionsyta, z = f(z, y) = /22 + y? — 1. Vi har saledes

N z Y
NdS = +(fs, fy, —1)dzdy = + : 1) dedy.
(f fy ) y (\/x2+y2_1 \/$2+y2_1 ) y

Vi viljer 4 tecknet eftersom den utatgaende normalen maste ha en negativ z-komponent
(se Figur 1). Notera att projektionen av Y5 pa xy-planet #r en annulus 1 < z2+4y? < 2.
Saledes har vi

+ 4 2
F-NdS = // < — 22| dady. 13
//Y2 1<a2442<2 (V:cQ +y2 -1 ) (13)

Nu konstaterar vi att om integralen i (13) delas upp i tva delar, sa kommer den andra
delen, némligen | f1 <a24y2<2 —x? dx dy, att exakt kancellera summan av integralerna
i (11) och (12). Sa vi har att

15 27 V2 5
/ / F-NdS = / / _ ottt - dzdy bozara / (cos 0+sin 0) db / L dr.
1<e?4y2<2 /22 +y? — 1 0 1 r2—1

(14)
Forst f-integralen. Av symmetriskil sa &r fo% cos*0df = f027r sin @ df. Sedan lite
trigonometri:

1
cos? @ = cos? O(1 — sin? §) = cos® § — 1 sin? 260 =

1 1 1 1
= 5(1 + cos 26) — §(1 —cos4f) = g + §COS29 — gcos49.



Niér vi integrerar fran 0 till 27 sa kommer endast konstanten att bidra, alltsa f027r cos* 0 df =

3T S4 ¢-integralen i (14) &r 2T, Vi vet fran del (b) att fldesintegralens vérde ar 127

Darfor aterstar att visa att

V25 28
[F
1 Vr2-—1 15

vilket kan géras med hjilp av substitutionen v = r2—1. Detaljerna limnas till ldsaren.

7. (a) 1. fs#ga vara differentierbar i punkten (a, b) om det finns konstanter A;, Az sadana
att
F(a+h b+ k)= Fa, b)+h- A+ k- Ay + B2+ K2 plh, k),
diir p(h, k) — 0 da (h, k) — (0, 0).
ii. f sigs tillhora klassen C%(D) om alla de partiella derivatorna fu, fy, fuz, foys fyy
existerar och &r kontinuerliga funktioner i hela D.

(b) Sats 2.5.9 i boken (eller ge beviset pa kurshemsidan).

)
8. (a) Se s.379 i boken.
(b) Sats 10.3.2 i boken.
)

(c) Beviset av Sats 10.3.2 sasom i boken.

9. Lat B : R?2 — R2 vara filtet

Med hjilp av Greens Sats kan man bevisa (precis som i Exempel 9, 8.340 i boken) att,
for en godtycklig enkel och sluten C'-kurva v i planet som innesluter origo och som &r

orienterad moturs, sa géller att 567 B dr = 2. Nu véljer vi som 7 ellipsen i—i%—%—; =1, vilken
vi parametriserar med elliptiskt poldra koordinater: * = acost, y = bsint, 0 < t < 27.
Saledes blir

ZW—fB-dr—%Bldx—i—Bgdy_
gl gl

j{ —ydr+xdy /2” (—bsint)(—asintdt) + (acost)(bcost dt)
o 0

x? + y? aZcos?t + b2sin?t

/2” ab PN /27r dt 21
- = =", V.s.V.
o a2+ (b2 —a?)sin’t o a2+ (b2 —a?)sin®t  ab



