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OBS!

Motivera dina svar véal. Det &r i huvudsak tillvigagangsséitten och motiveringarna som ger poing,
inte svaren.

Uppgifterna

fl(xv Z/) =V x? +y35 f2(l’7 y) = )

iy
(a) Bestdm ekvationen for tangentplanet till ytan z = fi(z, y) i punkten (1, 2, 3).
(b) Bestam en riktningsvektor for tangentlinjen till skdrningskurvan mellan ytorna z =
fi(z, y) och z = fo(z, y) i punkten (1, 2, 3).
(¢) Bestam Taylorpolynomet P(h, k) av grad 2 till fi(z, y) i punkten (1, 2).
(d) Lat F : R? — R? vara den vektorviirda funktionen F(x, y) = (fi(z, y), fo(z, y))-
Bestam funktionalmatrisen och funktionaldeterminanten for F i punkten (1, 2) och

dérmed ett approximativt virde for Area(F(A)), ddr A #r rektangeln med horn i
(0.98, 1.97), (0.98, 2.03), (1.01, 1.97), (1.01, 2.03).

2. (a) Bestdm alla kritiska punkterna till funktionen

o= (1) (143) G3)

(b) Motivera varfér f antar bade ett storsta och minsta virde i omradet D = {(z, y) :
max{z, y} < —1} och ange dessa virden. Klassificera ocksa de kritiska punkterna
fran (a), utan att berikna nagra andragrads partiella derivator.

3. Bevisa att ekvationen
zyelt* 2l + (2 419)2 =0

definierar z implicit som en funktion z = f(z, y) i en omgivning av punkten (2, 1, —1).
Bestdam sedan f, f, och fz, i punkten (2, 1).

Var god vind!

(4p)



. Berédkna f6ljande dubbelintegraler:

(a)

//xeydxdy, dir D={(z,y):0<2 <1, 2?2 <y <z}
DY

(b)
// %dxdy’ dir D= {(z,y) : x>0,y >0,y <z, 2> +4y*> < 4}.
D

(T1ps FOR (b): Variabelbyte).

Lat F:R?2 5 R%2 ges av F(z, y) = (v —y3, 23 +y3) och 14t C = {(z, y) : 22 +9y> =9, |z| <
y}. Bestdm fc F - dr, dir C genomlops moturs,

(a) dels via direkt parametrisering

(b) dels med hjilp av Greens sats.

. Lat a, b vara positiva tal. Lat

F=zit+y’j+2k, S={(z,y,2): 2> +2>=0a% 0<y<b}

Med hjalp av Gauss sats bestdm, i termer av a och b, flédet av F uppat genom den del av
ytan S som ligger i forsta oktanten.

(OBs! Noll poing for en 16sning som inte anvénder sig av Gauss sats).

(a) Lat f : R™ — R. Definiera vad som menas med att f dr differentierbar i en punkt

(al, ceey an).

(b) Lat f vara en differentierbar funktion av n variabler, som ovan, och lat g1, ..., gn
vara differentierbara funktioner av en variabel. Formulera och bevisa kedjeregeln for
sammanséttningen f(g1(t), ..., gn(t)).

. Lat F : R™ — R"™ vara ett n-dimensionellt vektorfilt.

(a) Definiera vad som menas med att F &r ett potentialfilt.

(b) Lat F vara ett kontinuerligt filt. Bevisa att F dr ett potentialfiilt om och endast om
det for varje enkel, sluten kurva v i R™ giller att fv F.-dr=0.

(OBs! Du far full poing om du bara behandlar fallet n = 2).

. L&t C vara skiirningskurvan mellan ytorna (x—1)%+44y? = 16 och 2z +y+2z = 3, orienterad
moturs sett uppifran lings z-axeln. Lat

F = (22 +9° +sinz?)i+ 2zy + 2)j + (zz + 2y2)k.

Bestam fc F - dr.

Go n’eiri an bothar libh!

(6p)

(1p)

(6p)

(4p)



1.

(a)

Lésningar Flervariabelanalys F/TM, 180605
Vi har

fry= Dy
Tangentplanens ekvation lyder

1
z2—20 = f1,2(x—x0)+f1,4y(Y—yo) = 2—3 = §($—1)+2(y—2) = - = 2+6y—3z = 4.

Vi har
f —18z (1,2
@y
- A ¢ 1)
P =gy ©
En riktningsvektor for tangenten till skdrningskurvan ges da av
i j k i j k
7 11
fl,iﬂ fl:y _1 = 1/3 2 _1 - <_37 g’ 3).
fo,z foy —1 -2 -1 -1

Vi har redan att fi(1, 2) =3, fi1,2(1, 2) = 1/3, fi,4(1, 2) = 2. Och sedan,

foo ¥ a8
1, zx (ZL‘2 +y3)3/2 27’
—3axy? (1,2)

)

)

f _ 2
Loy = 2($2 +y3)3/2 9
hoo 1227y + 3y* (1,2) 2
Lyy = 4(x2+y3)3/2 3

Sa Taylorpolynomet av grad 2 i punkten (1, 2) &r
1 (8h* 4hk  2k?

h
P(h, k) —3+<3+2k>+2 <27—9+ 5

Funktionalmatrisen ges av

DF — [ fie fiy } (1.2) [ 13 2 }

f2,ac f2,y -2 -1
Funktionaldeterminanten &r da (1) (—1) — (—2)(2) = 4. Slutligen,

11
Area(F(A)) ~ det(DF) - Area(A) = 3 (0.03)(0.06) = 0.0066.
Med hjélp av produktregeln far vi
1 1 2 1
fo=—— (1—|—> <1++),
z Y Ty
1 1 2 1
fy:—*2 <1—|—> <1++>.
Y x y =

Ingen av faktorerna 1/x2 eller 1/y? kan bli noll, sa vi far fyra mojligheter for en kritisk
punkt:

FALL 1: 144 =14+ 241 =0= = (z,y) = (1, 1),

) 1_ 1 .
FALL2.1+§—1+E—0:>-~:>(x,y)— -1, —1),
FALL 3: 14 5 =1+ 345 =0= = (&) = (-1 1),
FALL4:1—{—%4—%:1+%+%:0:>...:>(x7y):(_3’_3)'

1
> — 5—4(162+18h+108k+8h2—12hk+36k2).



(b) Notera forst att

1
r<—1al4+->0, (1)
x
1
y<—-lel4->0, (2)
)
1 1
r<-1&y<-1=—-—+4+-<0. (3)
r oy
Saledes dr f(z, y) < 0 for alla (z, y) € D och lika med noll om och endast om x = —1
eller y = —1, dvs pa randen till D. Noll ar saledes det storsta virdet som antas

av f 1 D. Man kan ocksa hirleda fran (1)-(3) att de tre forsta kritiska punkterna
ovan &r alla sadelpunkter. T.ex. betrakta (—1, —1) och lat € > 0 vara liten. Om
(x,y) =(—-1+4+¢e, =1 —¢) sa blir 1—1—% <0, 1—1—% > 0 och saledes ér f(z, y) > 0. A
andra sidan om (z, y) = (-14¢, —1+¢e)sa blir 1+ 1 <0, 1 + i < 0 och saledes
ar f(x,y) < 0. M.a.o. f antar bade positiva och negativa virden godtyckligt néra
(=1, —1) sa denna punkt kan inte vara en lokal extrempunkt. Liknande resonemang
kan foras for punkterna (—1, 1) och (1, —1).

Det aterstar att motivera att f antar sitt minsta vérde for hela D i punkten (-3, —3)
som saledes dr en lokal minimum. Och for att bevisa detta réicker det i sin tur att
bevisa att f faktiskt antar ett minsta virde i D, for vi har redan konstaterat att
max-vardet dr noll och antas i varje randpunkt sa om ett min antas sa maste det ske
i en kritisk punkt, och det finns inga fler kritiska punkter.

Notera att f(—3, —3) = —%. Eftersom f(z, y) = f(y, x) sa ricker det att visa att
det finns yp < —1 sadan att, om y < yo sa ar f(z,y) > —2% for varje x < —1.
Da y — —oo gar 17Y — 0 sd f(z,y) — g(z) = 1 (1+21). Sétt u := 1/z. Om
x < —1saérue[—1,0). Vi har g(u) = u(l +u) sa ¢'(u) = 0da u = —1/2. Vi
maste betrakta bada denna stationdra punkt samt dndpunkterna: g(—1) = g(0) =0,
g(—1/2) = —1/4.

Och nu, eftersom —1/4 > —8/27 och f &r kontinuerlig, vad allt detta innebér &r att,
om y #r tillrdckligt negativ, sa kommer f(z, y) > —8/27 att gilla for alla z < —1,
V.S.V.

3. Lat F(x, y, 2) := zyel ™ + y2? + (v + y)2. Vi har

F, =azye'™ + 2yz + (z 4+ v) @L-) 3#0,

vilket innebér, enligt Implicta Funktionsstasen, att en implciit funktion z = f(z, y) defi-
nieras i en omgivning av (2, 1, —1). Nést har vi

Fy=yel™® + 2 @L-1 0,
F, = et 4 22 4 2 @ L1 2,
och dédrmed, enligt Implicta Funktionssatsen,
F, F 2
2,1)=—==0 2,1)=-F=-2. 4
2= -5 =0, [ D=7 = @)
Sedan har vi
OF, OF;
00 (EY__EE B
oyt oy \ F; (F.)?
(2,1,-1) 3- 8@? -0- 8@% 10F,
o) =———(2,1, -1).
32 3 dy
Men
OF, 0 1
8; B 87(961“ +2) =€+ yeHny + fy @51 ... fran (4)... = ~3



4.

(a) Det giller att byta ordning i integrationen. Vi kan konstatera att omradet kan i stéllet
beskrivas som D = {(z,y) : 0 <y <1, y <2 < ,/y}. Saledes blir integralen

Loy VY 1 [Lev
/edy/ xdm—/ e—dy[xQL‘/g—
0o Y Y 2 0o Y

1

1 [tey 5 I
2/0 y(y y~) dy 2/0(6 ye¥) dy

1 e—2
126V — yet]} >

(b) Vi byter variabler till u = 22 + 4y?, v = y/x sadan att D = {(u, v) : 0 <u < 4,0 <
v < 1}. Vi har

J(u, v) Uy Uy 2r 8y y? 9
A y) |woe v | 7| -2 LTS
och darmed 5
da d (z, y) du dv.

:B(U, v) T R

Vidare, eftersom y/x = v sa blir integralen, i termer av u och v,

4 1 10
_ 1 dt 1
/dU/ v d”l)t. 2;FB[UQZJ;XX/ 7::1’175
0 0o 2+ 8&? 16 Jp 4

(a) Kurvan kan parametriseras enligt

C ={(3cost, 3sint) : m/4 <t < 3mw/4}.
Saledes blir kurvintegralen
3m/4
/ (3cost — 27sin® t)(—3sint dt) + (27 cos® t + 27sin’ t)(3cost dt) =
w/4

3 /4 3m/4 3m/4
= —9/ sintcostdt+81/ sin® ¢ cost dt + 81/ (sin® ¢ + cos? t) dt.
w/4 w/4 /4

Eftersom sint &r symmetrisk och cost &r antisymmetrisk kring t = 7/2 sa kommer
de tva forsta integralerna att bli noll. Nu lite trigonometri:

1
sin®t = (sin®t)(sin® t) = (sin®¢)(1 — cos®t) = sin®t — — sin® 2t =

1 11 3 1
= 5(1 — cos2t) — 15(1 —cos4t) = g~

1
5 cos 2t + 3 cos 4t,

1
cos*t = (cos®t)(cos?t) = (cos®t)(1 — sin?t) = cos’t — ~sin? 2t =

1 11 3 1 1
= 5(1 + cos2t) — 15(1 — cos4t) = s + 5cos2t+ gcos4t,

3 1
= sin®t + cos*t = Z—i—zcosélt.

Saledes blir kurvintegralen

81 [3m/4 81 1 St/4 81 [/ 9x 37 2437
> 34cosdt) dt = — |3t + = sin4t (o) 40)| = =2,
- (3+cos 4t) 1 [ + o sin ]ﬂM ) [<4 + ) <4 + )} g



(b) Lat Cy vara rakstréckan fran (0, 0) till %(17 1) och lat C3 vara rakstrickan fran

%(—1, 1) tillbaka till (0, 0). Lat D vara omradet som innesluts av v = Ca + C + Cs.
Da géller enligt Greens sats att

fF dr—//[ )—aé(m— )} dr dy —
:3//[)(:L‘2—|—y2)dxdy:3/37r/4dc9/ -.:245’”.

/F-dr:mr—/ F~dr—/ F -dr.
C 8 Ca Cs

Jag hivdar att de tva sista kurvintegralerna tar ut varandra, som skulle gora att
resultatet overensstimmer med (a). Betrakta forst Co. Anvind x som parameter,
sadan att y = = lings kurvan. Vi har da

3/v2 3/V/2
/F-dr—/ (:L'—xS)dx+(:r3+x3)dx—/ (2® + x) da.
Co 0 0

P& C3 kan vi anvéinda y som parameter och da dr x = —y ldngs kurvan. Saledes &r

Saledes ar

0 0 3/v/2
/ F-dr :/ (—y—1>) (—dy)+((—y)>+v°) dy z/ (y*+y) dy = —/ (y*+y) dy.
C3 3/V2 3/V2 0

Sa integralerna langs Cy och C3 mycket riktigt tar ut varandra, v.s.v.

6. For att fa till ett innselutet omrade sa maste man ldgga till fyra ytor S1, S2, Sz, Sy, sasom
i Figur 1. Lat K vara det inneslutna omradet. Da géller att

//KV-FdV:///}((2+2y)dV:2V(1+zj),

dar V ar volymen av K och g dr medelvirdet av y i K. Eftersom K ér bara en fjardedel
av en cylinder s& &r § = b/2 av symmetriskél och V = § - ma®b. S& [[[, V- FdV =
5 (1 + 2) ma’b.

Saledes géller enligt Gauss sats att

4
. 1 b .
F~NdS:<1+>7ra2b—§://F-NdS. 5
//3 2\ "2 2./, (5)

I (5) sa &r normalvektorerna alltid riktade utat fran K. Pa S &r utat samma sak som
uppat, sa VL av (5) &r precis den flddesintegral som vi dr ute efter. Det aterstar alltsa att
behandla integralerna 6ver de 6vriga S; var for sig.

FALLET S;: P4 81 ér z = 0 och N = (0, 0, —1). Saledes &r F - N = 0 i varje punkt
och ffSIF-NdS:O.

FALLET Sy: P& Sy ér z = 0 och N = (=1, 0, 0). Saledes &r F - N = 0 i varje punkt
och ffSQF-NdS:().

FALLET S3: P& S5 ér y = 0 och N = (0, —1, 0). Saledes &r F - N = 0 i varje punkt
och [[s, F-NdS =0.

FALLET S;: P4 Sy dr y = b och N = (O 1, 0). Saledes &r F - N = »? i varje punkt
och ffs F-NdS = b? x Area(S;) = b x T2 ty Sy ér en fjirdedel av en skiva av radie a.

Inséttning av de fyra fallen in i (5) ger att

N 1 b ralb? mab
F-NdS=-(1+=]na%— =...= .
//S 5 2( +2>m 4 2




7. (a) f sigs vara differentierbar i punkten a = (ay, ..., a,) om det finns en vektor A =
(A, ..., Ay,) sadan att

fa+h) = f(a) +h-A+[hiph),

dar p(h) - 0dah — (0, ..., 0).
(b) Sats 2.3.4 i boken (eller ge beviset pa kurshemsidan).

8. (a) Definition 9.4.2 i boken.
(b) Satser 9.4.2 och 9.4.3 i boken.

jin-dr://Y(VxF)-NdS, (6)

dér Y ar ett orienterat ytstycke med positivt orienterad rand 0Y. I denna uppgift tar
vi som Y den del av planet 2x + y + 2 = 3 som skérs ut av den elliptiska cylindern
(r —1)% + 4y? = 16. Eftersom randen genomlops moturs sett uppifran lings z-axeln si &r
den positivt orienterad, dvs 9Y = +C. Vi har

9. Stokes sats lyder

i j k
o] o) 0
VxF= oz aiy 92 :"':(22—1,2,0). (7)
z2+y2+sinx2 20y + 2z xz 4+ 2yz

Planet &r en funktionsyta z = f(z, y) = 3 — 22 — y och normalen ska peka uppat i z-led
vid positiv orientering sa

NdS = —(fz, fy, ~D)dzdy = (2, 1, 1) dz dy. (8)

Inséttning av (7) och (8) ini (6) ger

%F-dr—// (22—1,2,0)-(2,1, 1) dedy =
C 7(Y)

—//7r(y)(5z—2)dxdy—//ﬂ(y)[5(3—2x—y)—Q]d:rdy—//ﬂ(y)(l3—10x—5y)dwdy.

Med 7(Y') menas projektionen av Y pa zy-planet, som &r just den elliptiska skivan
(r —1)% 4+ 4y? < 16. Eftersom denna skiva #r symmetrisk kring bade = 1 och y = 0 kan

vi konstatera att
// (:c—l)dxdy:// ydxdy = 0.
(Y) m(Y)
Saledes ar

// (13—10w—5y)dwdy:// [3—10(z — 1) — by]dx dy =
7(Y) m(Y)

= // 3dx dy = 3 x Skivans area.
m(Y)

Ellipsens ekvation kan skrivas om till (562721)24—% = 1 sa skivans area &r mab = 7(4)(2) = 8.

2
SVAR: fc F - dr = 247.



