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Motivera dina svar väl. Det är i huvudsak tillvägag̊angssätten och motiveringarna som ger poäng,
inte svaren.

Uppgifterna

1. L̊at

f1(x, y) =
√

x2 + y3, f2(x, y) =
9

x2 + y
.

(a) Bestäm ekvationen för tangentplanet till ytan z = f1(x, y) i punkten (1, 2, 3). (1.5p)

(b) Bestäm en riktningsvektor för tangentlinjen till skärningskurvan mellan ytorna z = (1.5p)
f1(x, y) och z = f2(x, y) i punkten (1, 2, 3).

(c) Bestäm Taylorpolynomet P (h, k) av grad 2 till f1(x, y) i punkten (1, 2). (1.5p)

(d) L̊at F : R2 → R
2 vara den vektorvärda funktionen F(x, y) = (f1(x, y), f2(x, y)). (1.5p)

Bestäm funktionalmatrisen och funktionaldeterminanten för F i punkten (1, 2) och
därmed ett approximativt värde för Area(F(∆)), där ∆ är rektangeln med hörn i
(0.98, 1.97), (0.98, 2.03), (1.01, 1.97), (1.01, 2.03).

2. (a) Bestäm alla kritiska punkterna till funktionen (2.5p)

f(x, y) =

(

1 +
1

x

)(

1 +
1

y

)(

1

x
+

1

y

)

.

(b) Motivera varför f antar b̊ade ett största och minsta värde i omr̊adet D = {(x, y) : (3.5p)
max{x, y} ≤ −1} och ange dessa värden. Klassificera ocks̊a de kritiska punkterna
fr̊an (a), utan att beräkna n̊agra andragrads partiella derivator.

3. Bevisa att ekvationen (4p)
xye1+z + yz2 + (x+ y)z = 0

definierar z implicit som en funktion z = f(x, y) i en omgivning av punkten (2, 1, −1).
Bestäm sedan fx, fy och fxy i punkten (2, 1).

Var god vänd!



4. Beräkna följande dubbelintegraler: (6p)

(a)
∫∫

D

x

y
ey dx dy, där D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ x}.

(b)
∫∫

D

y

x
dx dy, där D = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, y ≤ x, x2 + 4y2 ≤ 4}.

(Tips för (b): Variabelbyte).

5. L̊at F : R2 → R
2 ges av F(x, y) = (x− y3, x3+ y3) och l̊at C = {(x, y) : x2+ y2 = 9, |x| ≤

y}. Bestäm
∫

C F · dr, där C genomlöps moturs,

(a) dels via direkt parametrisering (2.5p)

(b) dels med hjälp av Greens sats. (2.5p)

6. L̊at a, b vara positiva tal. L̊at (4p)

F = xi+ y2j+ zk, S = {(x, y, z) : x2 + z2 = a2, 0 ≤ y ≤ b}.

Med hjälp av Gauss sats bestäm, i termer av a och b, flödet av F upp̊at genom den del av
ytan S som ligger i första oktanten.

(Obs! Noll poäng för en lösning som inte använder sig av Gauss sats).

7. (a) L̊at f : Rn → R. Definiera vad som menas med att f är differentierbar i en punkt (1p)
(a1, . . . , an).

(b) L̊at f vara en differentierbar funktion av n variabler, som ovan, och l̊at g1, . . . , gn (6p)
vara differentierbara funktioner av en variabel. Formulera och bevisa kedjeregeln för
sammansättningen f(g1(t), . . . , gn(t)).

8. L̊at F : Rn → R
n vara ett n-dimensionellt vektorfält.

(a) Definiera vad som menas med att F är ett potentialfält. (1p)

(b) L̊at F vara ett kontinuerligt fält. Bevisa att F är ett potentialfält om och endast om (7p)
det för varje enkel, sluten kurva γ i Rn gäller att

∮

γ F · dr = 0.

(Obs! Du f̊ar full poäng om du bara behandlar fallet n = 2).

9. L̊at C vara skärningskurvan mellan ytorna (x−1)2+4y2 = 16 och 2x+y+z = 3, orienterad (4p)
moturs sett uppifr̊an längs z-axeln. L̊at

F = (z2 + y2 + sinx2)i+ (2xy + z)j+ (xz + 2yz)k.

Bestäm
∮

C F · dr.

Go n’eiŕı an bóthar libh!
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1. (a) Vi har

f1, x =
x

√

x2 + y3
(1, 2)
=

1

3
,

f1, y =
3y2

2
√

x2 + y3
(1, 2)
= 2.

Tangentplanens ekvation lyder

z−z0 = f1, x(x−x0)+f1, y(y−y0) ⇒ z−3 =
1

3
(x−1)+2(y−2) ⇒ · · · ⇒ x+6y−3z = 4.

(b) Vi har

f2, x =
−18x

(x2 + y)2
(1, 2)
= −2,

f2, y =
−9

(x2 + y)2
(1, 2)
= −1.

En riktningsvektor för tangenten till skärningskurvan ges d̊a av
∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
f1, x f1, y −1
f2, x f2, y −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
1/3 2 −1
−2 −1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= · · · =
(

−3,
7

3
,
11

3

)

.

(c) Vi har redan att f1(1, 2) = 3, f1, x(1, 2) = 1/3, f1, y(1, 2) = 2. Och sedan,

f1, xx =
y3

(x2 + y3)3/2
(1, 2)
=

8

27
,

f1, xy =
−3xy2

2(x2 + y3)3/2
(1, 2)
= −2

9
,

f1, yy =
12x2y + 3y4

4(x2 + y3)3/2
(1, 2)
=

2

3
.

S̊a Taylorpolynomet av grad 2 i punkten (1, 2) är

P (h, k) = 3+

(

h

3
+ 2k

)

+
1

2

(

8h2

27
− 4hk

9
+

2k2

3

)

=
1

54
(162+18h+108k+8h2−12hk+36k2).

(d) Funktionalmatrisen ges av

DF =

[

f1, x f1, y
f2, x f2, y

]

(1, 2)
=

[

1/3 2
−2 −1

]

.

Funktionaldeterminanten är d̊a
(

1
3

)

(−1)− (−2)(2) = 11
3 . Slutligen,

Area(F(∆)) ≈ det(DF) ·Area(∆) =
11

3
· (0.03)(0.06) = 0.0066.

2. (a) Med hjälp av produktregeln f̊ar vi

fx = − 1

x2

(

1 +
1

y

)(

1 +
2

x
+

1

y

)

,

fy = − 1

y2

(

1 +
1

x

)(

1 +
2

y
+

1

x

)

.

Ingen av faktorerna 1/x2 eller 1/y2 kan bli noll, s̊a vi f̊ar fyra möjligheter för en kritisk
punkt:

Fall 1: 1 + 1
y = 1 + 2

y + 1
x = 0 ⇒ · · · ⇒ (x, y) = (1, −1),

Fall 2: 1 + 1
y = 1 + 1

x = 0 ⇒ · · · ⇒ (x, y) = (−1, −1),

Fall 3: 1 + 1
x = 1 + 2

x + 1
y = 0 ⇒ · · · ⇒ (x, y) = (−1, 1),

Fall 4: 1 + 2
x + 1

y = 1 + 2
y + 1

x = 0 ⇒ · · · ⇒ (x, y) = (−3, −3).



(b) Notera först att

x ≤ −1 ⇔ 1 +
1

x
≥ 0, (1)

y ≤ −1 ⇔ 1 +
1

y
≥ 0, (2)

x ≤ −1 & y ≤ −1 ⇒ 1

x
+

1

y
< 0. (3)

S̊aledes är f(x, y) ≤ 0 för alla (x, y) ∈ D och lika med noll om och endast om x = −1
eller y = −1, dvs p̊a randen till D. Noll är s̊aledes det största värdet som antas
av f i D. Man kan ocks̊a härleda fr̊an (1)-(3) att de tre första kritiska punkterna
ovan är alla sadelpunkter. T.ex. betrakta (−1, −1) och l̊at ε > 0 vara liten. Om
(x, y) = (−1 + ε, −1− ε) s̊a blir 1 + 1

x < 0, 1 + 1
y > 0 och s̊aledes är f(x, y) > 0. Å

andra sidan om (x, y) = (−1 + ε, −1 + ε) s̊a blir 1 + 1
x < 0, 1 + 1

y < 0 och s̊aledes
är f(x, y) < 0. M.a.o. f antar b̊ade positiva och negativa värden godtyckligt nära
(−1, −1) s̊a denna punkt kan inte vara en lokal extrempunkt. Liknande resonemang
kan föras för punkterna (−1, 1) och (1, −1).

Det återst̊ar att motivera att f antar sitt minsta värde för hela D i punkten (−3, −3)
som s̊aledes är en lokal minimum. Och för att bevisa detta räcker det i sin tur att
bevisa att f faktiskt antar ett minsta värde i D, för vi har redan konstaterat att
max-värdet är noll och antas i varje randpunkt s̊a om ett min antas s̊a m̊aste det ske
i en kritisk punkt, och det finns inga fler kritiska punkter.

Notera att f(−3, −3) = − 8
27 . Eftersom f(x, y) = f(y, x) s̊a räcker det att visa att

det finns y0 < −1 s̊adan att, om y < y0 s̊a är f(x, y) > − 8
27 för varje x ≤ −1.

D̊a y → −∞ g̊ar 17Y → 0 s̊a f(x, y) → g(x) = 1
x

(

1 + 1
x

)

. Sätt u := 1/x. Om
x ≤ −1 s̊a är u ∈ [−1, 0). Vi har g(u) = u(1 + u) s̊a g′(u) = 0 d̊a u = −1/2. Vi
m̊aste betrakta b̊ada denna stationära punkt samt ändpunkterna: g(−1) = g(0) = 0,
g(−1/2) = −1/4.

Och nu, eftersom −1/4 > −8/27 och f är kontinuerlig, vad allt detta innebär är att,
om y är tillräckligt negativ, s̊a kommer f(x, y) > −8/27 att gälla för alla x ≤ −1,
v.s.v.

3. L̊at F (x, y, z) := xye1+z + yz2 + (x+ y)z. Vi har

Fz = xye1+z + 2yz + (x+ y)
(2, 1,−1)

= 3 6= 0,

vilket innebär, enligt Implicta Funktionsstasen, att en implciit funktion z = f(x, y) defi-
nieras i en omgivning av (2, 1, −1). Näst har vi

Fx = ye1+z + z
(2, 1,−1)

= 0,

Fy = xe1+z + z2 + z
(2, 1,−1)

= 2,

och därmed, enligt Implicta Funktionssatsen,

fx(2, 1) = −Fx

Fz
= 0, fy(2, 1) = −Fy

Fz
= −2

3
. (4)

Sedan har vi

fxy =
∂

∂y
fx = − ∂

∂y

(

Fx

Fz

)

= −
Fz

∂Fx

∂y − Fx
∂Fz

∂y

(Fz)2
=

(2, 1,−1)
= −

3 · ∂Fx

∂y − 0 · ∂Fz

∂y

32
= −1

3

∂Fx

∂y
(2, 1, −1).

Men

∂Fx

∂y
=

∂

∂y
(ye1+z + z) = e1+z + ye1+zfy + fy

(2, 1,−1)
= . . . fr̊an (4) . . . = −1

3
,

s̊a fxy(2, 1) =
(

−1
3

) (

−1
3

)

= 1
9 .



4. (a) Det gäller att byta ordning i integrationen. Vi kan konstatera att omr̊adet kan i stället
beskrivas som D = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x ≤ √

y}. S̊aledes blir integralen
∫ 1

0

ey

y
dy

∫

√
y

y
x dx =

1

2

∫ 1

0

ey

y
dy [x2]

√
y

y =

=
1

2

∫ 1

0

ey

y
(y − y2) dy =

1

2

∫ 1

0
(ey − yey) dy =

=
1

2
[2ey − yey]10 = · · · = e− 2

2
.

(b) Vi byter variabler till u = x2 + 4y2, v = y/x s̊adan att D = {(u, v) : 0 ≤ u ≤ 4, 0 ≤
v ≤ 1}. Vi har

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣

∣

∣

∣

ux uy
vx vy

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

2x 8y
− y

x2

1
x

∣

∣

∣

∣

= 2 + 8
y2

x2
= 2 + 8v2

och därmed

dx dy =
∂(x, y)

∂(u, v)
du dv =

1

2 + 8v2
du dv.

Vidare, eftersom y/x = v s̊a blir integralen, i termer av u och v,

∫ 4

0
du

∫ 1

0

v

2 + 8v2
dv

t:=2+8v2
= 4× 1

16
×
∫ 10

2

dt

t
= · · · = ln 5

4
.

5. (a) Kurvan kan parametriseras enligt

C = {(3 cos t, 3 sin t) : π/4 ≤ t ≤ 3π/4}.

S̊aledes blir kurvintegralen

∫ 3π/4

π/4
(3 cos t− 27 sin3 t)(−3 sin t dt) + (27 cos3 t+ 27 sin3 t)(3 cos t dt) =

= −9

∫ 3π/4

π/4
sin t cos t dt+ 81

∫ 3π/4

π/4
sin3 t cos t dt+ 81

∫ 3π/4

π/4
(sin4 t+ cos4 t) dt.

Eftersom sin t är symmetrisk och cos t är antisymmetrisk kring t = π/2 s̊a kommer
de tv̊a första integralerna att bli noll. Nu lite trigonometri:

sin4 t = (sin2 t)(sin2 t) = (sin2 t)(1− cos2 t) = sin2 t− 1

4
sin2 2t =

=
1

2
(1− cos 2t)− 1

4

1

2
(1− cos 4t) =

3

8
− 1

2
cos 2t+

1

8
cos 4t,

cos4 t = (cos2 t)(cos2 t) = (cos2 t)(1− sin2 t) = cos2 t− 1

4
sin2 2t =

=
1

2
(1 + cos 2t)− 1

4

1

2
(1− cos 4t) =

3

8
+

1

2
cos 2t+

1

8
cos 4t,

⇒ sin4 t+ cos4 t =
3

4
+

1

4
cos 4t.

S̊aledes blir kurvintegralen

81

4

∫ 3π/4

π/4
(3+cos 4t) dt =

81

4

[

3t+
1

4
sin 4t

]3π/4

π/4

=
81

4

[(

9π

4
+ 0

)

−
(

3π

4
+ 0

)]

=
243π

8
.



(b) L̊at C2 vara raksträckan fr̊an (0, 0) till 3√
2
(1, 1) och l̊at C3 vara raksträckan fr̊an

3√
2
(−1, 1) tillbaka till (0, 0). L̊at D vara omr̊adet som innesluts av γ = C2 + C + C3.

D̊a gäller enligt Greens sats att
∮

γ
F · dr =

∫∫

D

[

∂

∂x
(x3 + y3)− ∂

∂y
(x− y3)

]

dx dy =

= 3

∫∫

D
(x2 + y2) dx dy = 3

∫ 3π/4

π/4
dθ

∫ 3

0
r3 dr = · · · = 243π

8
.

S̊aledes är
∫

C
F · dr =

243π

8
−

∫

C2
F · dr−

∫

C3
F · dr.

Jag hävdar att de tv̊a sista kurvintegralerna tar ut varandra, som skulle göra att
resultatet överensstämmer med (a). Betrakta först C2. Använd x som parameter,
s̊adan att y = x längs kurvan. Vi har d̊a

∫

C2
F · dr =

∫ 3/
√
2

0
(x− x3) dx+ (x3 + x3) dx =

∫ 3/
√
2

0
(x3 + x) dx.

P̊a C3 kan vi använda y som parameter och d̊a är x = −y längs kurvan. S̊aledes är
∫

C3
F·dr =

∫ 0

3/
√
2
(−y−y3) (−dy)+((−y)3+y3) dy =

∫ 0

3/
√
2
(y3+y) dy = −

∫ 3/
√
2

0
(y3+y) dy.

S̊a integralerna längs C2 och C3 mycket riktigt tar ut varandra, v.s.v.

6. För att f̊a till ett innselutet omr̊ade s̊a m̊aste man lägga till fyra ytor S1, S2, S3, S4, s̊asom
i Figur 1. L̊at K vara det inneslutna omr̊adet. D̊a gäller att

∫∫∫

K
∇ · F dV =

∫∫∫

K
(2 + 2y) dV = 2V (1 + ȳ),

där V är volymen av K och ȳ är medelvärdet av y i K. Eftersom K är bara en fjärdedel
av en cylinder s̊a är ȳ = b/2 av symmetriskäl och V = 1

4 · πa2b. S̊a
∫∫∫

K ∇ · F dV =
1
2

(

1 + b
2

)

πa2b.

S̊aledes gäller enligt Gauss sats att

∫∫

S
F · N̂ dS =

1

2

(

1 +
b

2

)

πa2b−
4

∑

i=1

∫∫

Si

F · N̂ dS. (5)

I (5) s̊a är normalvektorerna alltid riktade ut̊at fr̊an K. P̊a S är ut̊at samma sak som
upp̊at, s̊a VL av (5) är precis den flödesintegral som vi är ute efter. Det återst̊ar allts̊a att
behandla integralerna över de övriga Si var för sig.

Fallet S1: P̊a S1 är z = 0 och N̂ = (0, 0, −1). S̊aledes är F · N̂ = 0 i varje punkt
och

∫∫

S1
F · N̂ dS = 0.

Fallet S2: P̊a S2 är x = 0 och N̂ = (−1, 0, 0). S̊aledes är F · N̂ = 0 i varje punkt
och

∫∫

S2
F · N̂ dS = 0.

Fallet S3: P̊a S3 är y = 0 och N̂ = (0, −1, 0). S̊aledes är F · N̂ = 0 i varje punkt
och

∫∫

S3
F · N̂ dS = 0.

Fallet S4: P̊a S4 är y = b och N̂ = (0, 1, 0). S̊aledes är F · N̂ = b2 i varje punkt

och
∫∫

S4
F · N̂ dS = b2 ×Area(S4) = b2 × πa2

4 , ty S4 är en fjärdedel av en skiva av radie a.

Insättning av de fyra fallen in i (5) ger att
∫∫

S
F · N̂ dS =

1

2

(

1 +
b

2

)

πa2b− πa2b2

4
= · · · = πa2b

2
.



7. (a) f sägs vara differentierbar i punkten a = (a1, . . . , an) om det finns en vektor A =
(A1, . . . , An) s̊adan att

f(a+ h) = f(a) + h ·A+ ||h||ρ(h),

där ρ(h) → 0 d̊a h → (0, . . . , 0).

(b) Sats 2.3.4 i boken (eller ge beviset p̊a kurshemsidan).

8. (a) Definition 9.4.2 i boken.

(b) Satser 9.4.2 och 9.4.3 i boken.

9. Stokes sats lyder
∮

∂Y
F · dr =

∫∫

Y
(∇× F) · N̂ dS, (6)

där Y är ett orienterat ytstycke med positivt orienterad rand ∂Y . I denna uppgift tar
vi som Y den del av planet 2x + y + z = 3 som skärs ut av den elliptiska cylindern
(x− 1)2 + 4y2 = 16. Eftersom randen genomlöps moturs sett uppifr̊an längs z-axeln s̊a är
den positivt orienterad, dvs ∂Y = +C. Vi har

∇× F =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

z2 + y2 + sinx2 2xy + z xz + 2yz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= · · · = (2z − 1, z, 0). (7)

Planet är en funktionsyta z = f(x, y) = 3 − 2x − y och normalen ska peka upp̊at i z-led
vid positiv orientering s̊a

N̂ dS = −(fx, fy, −1) dx dy = (2, 1, 1) dx dy. (8)

Insättning av (7) och (8) in i (6) ger

∮

C
F · dr =

∫∫

π(Y )
(2z − 1, z, 0) · (2, 1, 1) dx dy =

=

∫∫

π(Y )
(5z − 2) dx dy =

∫∫

π(Y )
[5(3− 2x− y)− 2] dx dy =

∫∫

π(Y )
(13− 10x− 5y) dx dy.

Med π(Y ) menas projektionen av Y p̊a xy-planet, som är just den elliptiska skivan
(x− 1)2 + 4y2 ≤ 16. Eftersom denna skiva är symmetrisk kring b̊ade x = 1 och y = 0 kan
vi konstatera att

∫∫

π(Y )
(x− 1) dx dy =

∫∫

π(Y )
y dx dy = 0.

S̊aledes är
∫∫

π(Y )
(13− 10x− 5y) dx dy =

∫∫

π(Y )
[3− 10(x− 1)− 5y] dx dy =

=

∫∫

π(Y )
3 dx dy = 3× Skivans area.

Ellipsens ekvation kan skrivas om till (x−1)2

42
+ y2

22
= 1 s̊a skivans area är πab = π(4)(2) = 8π.

Svar:
∮

C F · dr = 24π.


