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OBS!

Motivera dina svar vil. Det &r i huvudsak tillvigagangsséitten och motiveringarna som ger poing,

inte svaren.
I uppgifter 3 och 4 sa &r de olika deluppgifterna helt oberoende av varandra.

Uppgifterna

1.

Lat
y2_z2
f(xv Y, Z):xQGyz+Tv 9(377 y):+ 2$3+y—2

(a) Bestdm ekvationen for tangentplanet till ytan f(z, y, z) = 5 i punkten (1, 2, 0).

(b) Bestédm en riktningsvektor for tangentlinjen till skdrningskurvan mellan ytorna
f(z, y, z) =5 och z = g(x, y) i punkten (1, 2, 0).
(¢) Bestam Taylorpolynomet P(h, k) av grad 2 till g(x, y) i punkten (1, 2).
(d) Antag att
x=x(s, t) =sin(s> +t2), y =y(s, t) = cos(st).

g d%g

Anvind kedjeregeln for att berdkna % och 7. Du kan limna svaren i termer av

x, y, s, t och behover ej forenkla.

(OBs! Man kan forstas berdkna de partiella derivatorna utan kedjeregeln, genom att
skriva g som en funktion av s och t fran boérjan. Dock noll poéang for att gora sa.

Déremot far du atervinna eventuella berdkningar fran del (c).)

(e) Motivera varfor ekvationen f(x, y, z) = 5 definierar z implicit som en funktion z =
h(x, y) i en omgivning av punkten (1, 2, 0). Bestdm sedan h,, h, och hy, i punkten

(1, 2).

Var god viand!

(3p)



Motivera varfor funktionen
flx, y) = mye > %
antar bade ett storsta och ett minsta viirde i R,
Bestam alla kritiska punkterna till f och sedan klassificera dem
i. genom att tillimpa andra derivatornas test (Hessianen eller kvadratiska former)
ii. wtan att rdkna pa andraderivator, dvs du ska kunna motivera direkt varfér varje
kritisk punkt har en viss karaktér.

Beréikna [ 745 dA, dér T ér triangeln med hornen i (0, 0), (1, 0) och (1, 3).

Berakna
/ / (2 + y?) dA,
D

dér D ar omradet i den forsta kvadranten som begréinsas avy =0, y = z, xy = 1 och
i y2 =1.

Bestdm masscentrumet for en homogen kropp som ockuperar omradet innanfor kuben
0<ux, 9, 2<1ochunder planet = +y + 2z = 2.

Gor en skiss som visar den del av ytan z = 22 4+ y? som begrinsas av ytan 10 — 22 =
3(2? + y?). Bestdm sedan dess ytarea.

Lat 1 vara kurvan med parametrisering
r(t) = (sint, sin2¢t), 0<t <.

i. GOr en skiss av kurvan och indikera fardriktningen.
ii. Berdkna arean som innesluts av kurvan.

Lat F : R2 — R2 vara fiiltet
1

F(z, y) = <2a: siny? — y3, 2%y cosy? + 3:1:) :

Berikna 3?72 F-dr, dér 7, dr randen till trapezoiden med hérneni (0, —2), (1, —1), (1, 1)
och (0, 2), genomlépt moturs.

. Lat F(x, y, 2) = (3222, y, 23). Beriikna flsdet av F ut ur omradet som begriinsas av de

tre ytorna y> + 22 =1,z =0och z = 1

(a)
(b)

med hjilp av Gauss sats
utan Gauss sats, dvs via direkt berdkning av flddesintegraler.

. Formulera tydligt och sedan bevisa Lagranges sats om maximering/minimering av en funk-

tion f(z, y) under ett bivillkor g(z, y) = 0 déir bade f, g € C*.

. Formulera och bevisa en rekursiv formel fo6r volymen p(B,,) av enhetsklotet i R™.

. Vilken/a av féljande ekvationer stimmer for alla C?-filt F : R® — R3? ? I fallet ekvationen

alltid stimmer ge ett bevis. Annars ge ett konkret motexempel.

(a)
(b)

Vx(VxF)=0.
V- (VxF)=0.

Go n’eiri an bothar libh!



Loésningar Flervariabelanalys F/TM, 180828

(a) Vi har
2 _ .2
[z =2xe¥* + 2y (12,0 -2,
T
fy — IIIQZeyZ + Y (Li»o) 47
f. = 2%ye¥? 22 (1.20)

Tangentplanens ekvation lyder

(far fys [2) - (@ — @0, ¥y — Yo, 2 — 20) =0 =
=(-2,4,2) - (z—1,y—2,2)=0=---= —x+2y+2=3.

(b) Vi har
32 1,93
="z 1
( ,2) 1
—. 2
Iy = \/m 4 ( )
En riktningsvektor for tangenten till skirningskurvan ges da av
i j k i j k
fo fy foojoc| =1 2 1 |=-=(=92 -13).
9 gy —1 6 1 —4

(c) Vi har redan att g(1, 2) =0, g.(1, 2) = 3/2, gy(1, 2) = 1/4. Och sedan,

3x(x® + 2y) (1,2) 15
Grx = (3 73/2 = - (3)
(223 4+ y) 8’
322 1,2 3
xy = — = T ig’ 4
Jov = 75223 1 y)32 16 @
_ 1 L2 1
Gyy = 4(21.3 +y)3/2 - 32 (5)

Sa Taylorpolynomet av grad 2 i punkten (1, 2) &r

3h k\ 1 (15K 3hk k? ) 9
P(h, k:)—0+<2+4> 2< < 832> 64(96h+16k+60h —12hk—k?).

(d) Notera att x5 = 2scos(s? + t?) och ys = —tsin(st). Enligt kedjeregeln plus (1) och
(2) har vi da

322

203 +y

tsin(st)
22/22% +y

Jg

5 = Uas + gys = [ [25 cos(s® +1%)] —

Enligt kedjeregeln en gang till plus produktregeln plus likheten g;, = gy, har vi sedan
0%g 0 (0g 0
92 s (83 = s (9225 + 9yYs)

09z gy
= G2Tss T Ts—(— Os + GyYss + Ys—— Os

= §2Tss + Xs (gacwxs + g.Tny) + GyYss T Ys (gasym's + gyyys)
= Jx%ss + GyYss T gmxg + gyyyg + 292y TsYs- (6)



Men
Tgs = 88[23 cos(s? + t%)] = 2cos(s? + t?) — 4s? sin(s? + t2), (7)
s
— 9 ; — 2
Yss = a[—t sin(st)] = —t“ cos(st). (8)
Inséttning av (3) (4), (5), (7) och (8) in i (6) ger till slut

*g [ 322 t2 cos(st)

[2cos(s? 4 t2) — 4s? sin(s? + t2)] — ————
24/2x3 +y

0s2 223 +y

[395(3:3 +29)

9 9,9 .9 t2 sin?(st) 322
(2x3+y)3/2} [4s” cos®(s” +t7)] — [(

2 2\ 2
4(2x3 + y)3/2 203 + y)3/2} [2st cos(s” 4 t7) sin(st)].

Vi har sett i del (a) att f.(1, 2, 0) = 2. Eftersom f, # 0 sa medfér Implicita Funk-
tionsstasen att en implicit funktion z = h(x, y) definieras i en omgivning av (1, 2, 0)
och att

he(1, 2) = —“? =1,
J
hy(1, 2) = —Ty =—-2. (9)
Sedan har vi
of. af,
N N N6 A ik Ly
Yooyt oy \f.) f2
(1,2,00 0f:  10fy
 dy 20y

A 2 WSy e P
_ay<xye x> 28y<x26 +m

2 1 2
- xQeyz(l +y(yhy + 2)) — xhy] —5 [eryz(hy + z(yhy + 2)) + a:}

dér vi har anvént (9) vid sista inséttningen.

Funktionen &r uppenbarligen kontinuerlig, gar mot noll da avstandet fran origo gar
mot oédndligheten och antar bade positiva och negativa virden. Dérfér maste bade
ett globalt max- och ett globalt min-virde antas.

Med hjélp av produktregeln far vi
fo= e Wy (1—2?), f, =" W p(1 - 4y?).

Eftersom exponentialen dr aldrig noll sa4 maste i en kritisk punkt antingen x =y =0
eller 1 —22% = 1—4y? = 0 gilla. Det forsta alternativet ger punkten (0, 0). Det andra
alternativet ger ytterligare fyra punkter: (+1/v/2, £1/2).

i. Om vi anvinder oss av andra derivatornas test, notera forst att det ricker att kon-
trollera (0, 0) samt punkterna (1/v/2,+1/2), ty f(—z, —y) = f(x, y) si av sym-
metriskil har +(1/v/2, 1/2) samma karaktir och samma sak for +(1/v/2, —1/2).
Vi har

A= foo = 23:y(2x2 - 3)67(12+2y2)7
B — fwy — (1 _ 2x2)(1 _ 4y2)e—(x2+2y2)’
C = fyy = Aay(4y? — 3)e”(=H27),

I punkten (0, 0) ir A= C =0, B = 1 sa4 AC — B? < 0 vilket medfor sadelpunkt.



I punkterna (1/v/2, £1/2) &r A = Fv/2/e, B =0, C = ¥2v/2/e. S4 AC — B? =
4/e% > 0 i bada punkterna vilket medfor lokala extrempunkter. Lokal max (resp.
lokal min.) < A < 0 (resp. A > 0). S& +(1/v/2, 1/2) #r lokala maxima medan
+(1/+/2,—1/2) ir lokala minima.

ii. Man kan se direkt att (0, 0) dr en sadelpunkt ty f(z, y) > 0 < zy > 0, sa f antar

positiva virden i de 1:a och 3:e kvadranterna och negativa virden i de 2:a och
4:e kvadranterna. Déarmed antar f bade positiva och negativa virden godtyckligt
néra (0, 0).
Nér det géller 6vriga punkter sa har vi konstaterat i del (a) att bade ett globalt
max och ett globalt min maste antas nagonstans. Darfér maste de antas i kritiska
punkter. Eftersom f antar samma positiva viirde i +(1/v/2, 1/2) och samma
negativa virde i (1/v/2, —1/2) sa foljer det att de tva forsta maste vara lokala
maxima och de tva sista vara lokala minima.

3. (a) Det &r viktigt att integrera m.a.p. y forst. Integralen blir

1 3z 1 3
x 9 x
d dy = = —d
/01+:c4 x/o vy 2/01+:c4x

2
weret 9 [dw 9 g
8 1 u 8

(b) Notera att zy = 0 pa koordinataxlarna och att 22 — y? = 0 pa linjerna y = 4. Sitt

Dy ={(z,y): 0 <zy < 1,0 < 22 —y? < 1}. Dy ir alltsa unionen av D och dess
spegelbild i origo, s& variabelbytet u = xy, v = 22 — y? #r ett-till-ett inom D och vi
kan skriva D = {(u, v) : 0 <u < 1,0 <wv < 1}. Vi har

8(“7 U) Uy uy Yy z 2 2
= = _2
d(zx, y) Uy Uy 2r —2y (@ +y7)
och darmed o ) .
T,y
dr dy = dudv = ———— dudv.
T 0w ) M T 2@y Y

Alltsa,

11
//(w2+y2)dA=1//dudv:1.
D 2 0 JO 2

Kalla masscentrumet for m = (my, my, m;). Av symmetriskal sa &r my, = m, = m;
sa det riacker att berdkna m,, sig. Kalla det ockuperade omradet for R. Eftersom
kroppen dr homogen sa &r

J[Jgzdv

JIJrdv

Néar det giller grianserna i integralerna, notera att i omradet R, for givna x och y
mellan 0 och 1, sa maste 0 < z < min{l, 2 —xz —y} gilla. Min &r 1 da 2 +y < 1, dvs
diy<l—z, medanattmindr2—zxz—ydal—z<y<l1.

My =

Det dr darfor 1ampligt att dela upp integralerna i tva delar, enligt

///de /xdx(/lxdy/ dz—i—/lwdy/QIy >: =38,
R Ty A R

3/8
5/6

(9 9 9
SVAR: M = (55, 55, 55

\ ©

sadan att my, =

=]

\—/I\D



()

Se Figur L.3(d) for skissen. Ytan z = f(z, y) = 22 + 42 #r en funktionsyta si vi scker

Area://dS://D\/mczxdy://D 11 4(22 + y2) dz dy,

dér D ar projektionen pa xy-planet av den begrinsade delen av ytan. Randen till D
hérleds genom att sétta
u::x2+y2

2= +92=10-322+*) S W +3u—-10=0= (u+5)(u—2),

sd u = 2 ty x4+ y? maste vara positiv. M.a.o. D &r cirkelskivan 22 + y? < 2. Vi byter
till polira koordinater och far

21 V2 - 9 1
Area_/ d9/ md_4/ Sody— ... — 13T
0 0 1

Se Figure L.4(a) for skissen. Eftersom kurvan genomléps medurs sa medfér Greens
sats att den inneslutna arean ges av

—7{ mdy——/ (sint)(?coth)dt——2/ (sint)(2cos?t — 1) dt
gt 0 0

vy T
= -2 [—/ sintdt+2/ cos%sintdt]
0 0

s
/ sintdt = [cost]? = 2,
0

T u:=cost ! 2
/ cos’tsintdt "= / u?du = =.
0 -1 3

S& arean blir —2[—2 +2(2)] = 3.

Vi anvénder oss av Greens sats igen. Vi har

% F.dr = // (862 — 813) dr dy = // [(2zy cos y* +3) — (xy cos y* — 3y°)] dz dy,
Y2 D ox 6y D

dar D ar insidan av trapezoiden, vilket kan beskrivas som

Vi har

D={(z,y):0<z<1l,z—-2<y<2—zx}
Alltsa,

1 2—x
}1{ F‘dr:/ dx/ (3 + 3y* + zy cos y?) dy.
Y2 0 T—2

Den till synes krangliga tredje termen integrerar till noll av symmetriskéal. Vi har kvar
1 o 2
[6@-2 42000 2 [t ntyi= =%
0 1

Enligt Gauss sats sa &r det utatgaende flodet lika med fffK V- -FdV, dir K &r den
inneslutna kroppen. Vi har

V-F=6241, K={(z,y,2):0<2<1,0<y*+22<1},

sa flodet blir

1
/ d;r// (6z2+1)dydz:7r+6// 22 dydz
0 y2+22<1 y2+22<1

27 1
:7r+6/ sin29d0/ r3dr2~-:5—w.
0 0



(b) Omradet K begrénsas av de tre ytorna Sy, Sa, S3 dir

S ={(0,y, 2) : y* + 2% < 1},
So={(1,y,2): >+ 22 <1} ={(1, 7cosh, rsinf) : 0 <r <1,0<0<2r},
Ss={(x,9,2):0<z<1,9y>+22=1} = {(z, cosf, sinf) : 0 <z <1,0<6 < 2n}.

Pa §) sa ges den utatgaende enhetsnormalen av N = (—1,0,0) s& F-N = 0 och
ffle-NdS:O.

P& S, sé ges den utatgiende enhetsnormalen av N = (1,0,0) sa F - N = 322 och

//F-Ndsz// 3z2dydzz...:3i7
Sa y2422<1 4

dér dubbelintegralen beriknas pa samma sétt som i del (a).

Pa Ss sa ar
NdS = tdzdf = (0, cos b, sinf) dxdf = (0, y, z) dz df
och
F-NdS = (y2 + z*) dz df = (cos® 6 + sin* 0) dz db.
Alltsa,

271' 77.[.
//F NdS = /dw/ cos?0 +sin*@)dh = - = —
S3

dar vi har anvént oss av foljande trigonometriska utrdkningar och symmetrier hos cos
och sin:

1
cos? 0 = 5(1 + cos 20),
1 ! 1
sin® @ = sin? 6(1 — cos? ) = sin® § — <2 sin29> = 5(1 —cos20) — §(1 — cos40).

Slutgiltig ihopséttning ger att det totala utflodet blir

A : v Tr 5
// F-NdS+// F-NdS+// F-NdS=0+ "4~ =2"
s S S5 4 "4 2

vilket Gverensstdmmer med svaret fran del (a).
6. Sats 4.3.1 i boken.
7. Exempel 7.2.7 i boken.

8. (a) Inte alltid sant. T.ex. om F = (zyz, 0, 0) sa d&r VXF = (0, zy, —xz) och Vx(VxF) =
0, z, y).
(b) Alltid sant. Se Exempel 10.4.15 i boken. Fér full pott borde man dock utféra den
fullstdndiga berdkningen och visa hur Sats 2.5.9 anvinds. Alltsa:

V- (VxF)= a(V><F)1+ a(V><F)2+i(V><F)

0xq 0xo Ors
0 (om 9B\, 9 (9R_oR\_ o (oF, on
- 8$1 83?2 8%3 8%2 8%3 8351 8953 8%1 83:2

[ PFB PR N PR PR N PR, PR 0
a 8$13$2 (%18333 (9%2(91’3 axgal'l 8x38x1 8m38x2 -

dér vi i sista steget anvinder Sats 2.5.9 for att kancellera tre par av andraderivator.



