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Flervariabelanalys dr studien av differentierbara funktioner av ett godtyckligt
antal variabler. Funktioner med flera variabler introduceras med ytor i rummet,
vilka enkelt ger en uppfattning om flervariabla funktioner.

1 Geometriska tolkningar

1.1 Forstagradsyta

En forstagradsyta har en ekvation av grad ett, och #r geometriskt ett plan,
bekant fran linjér algebra.
ar+by+cz=d (1)

1.2 Andragradsytor

Ekvationer av andra graden ger andragradsytor, vilka kan anta flera olika former
beroende pa hur ekvationen ser ut. Som exempel kan vi ta sfaren, en yta formad
som en klot, dér alla punkter pa sfiarens yta befinner sig pa samma avstand fran
sfarens mittpunkt. Sfirens ekvation ser ut som féljande:

(z—20)*+ (y—w0)* + (z —20)* =17 (2)
vilken kan motiveras med hjalp av Pythagoras sats.

Andra ytor som beskrivs av andragradsekvationer &r: ellipsoid, formad som en
sfar med olika radie i x,y och z-led; cylinder, som bestar av en cirkelformad bas



och rak hojd; kon, en yta formad av tva réita linjer som korsar varandra; och
paraboloid, formad med bojda sidor.

1.3 Nivaytor
For att kunna definiera nivaytor, behover vi forst definiera en domén.

Definition 1. En delméngd D C R™ kallas for en domén om den &r 6ppen och
bagvis sammanhéingande. En méngd &r bagvis sammanhédngande om Vpy,ps €
D (punkter i mingden) finns en kontinuerlig kurva som sammanhénger dem.

Definition 2. Lat f : D — R ddr D C R™ 4r en domén och lat C € R.
Ekvationen f(x1, 22, ...,x,) = C definierar en (n—1)-dimensionell nivahyperyta
till f.

T.ex. da n = 2 definierar f(x;,75) = C en nivakurva och néir n = 3 definierar
f(z1,x2,23) = C en nivayta.

2 Differentierbarhet

2.1 Differentierbarhet i en variabel

En viktig egenskap som anvidnds nir man studerar funktioner &r deriverbarhet,
eller mer allméant differentierbarhet. For att definiera differentierbarhet i flera
variabler kan man forst studera hur differentierbarhet definieras for en variabel.

Vi definierar forst funktionen f : D — R, dér den inre punkten a tillhér méngden
D.

Den forsta definitionen man ofta stoter pa for deriverbarhet dr att gransvirdet
. flat+h) - fla)
lim ————~ 3
ey h (3)
existerar. En andra definition kommer genom linjdrisering av f i a. Vi sétter
A som grinsvirdet ovan och ansiitter p(h) till kvoten i minus A. Da far vi
ekvationen

fla+h)=fla)+A-h+h-p(h) (4)
dér p(h) gar mot 0 nér h gar mot 0.

Den tredje definitionen far vi genom att rita en bild av funktionens graf, och
definierar deriverbarhet som att grafen har en unik tangentlinje i en punkt a.

Vi forsoker att generalisera den forsta definitionen, dvs existens av gransvéirdet
till funktioner av tva variabler, men upptécker att man kan nirma sig en punkt



(a,b) fran odndligt manga hall. Istéllet ténker vi oss att vi nédrmar oss (a,b)

parallellt med z- och y-axeln. Pa detta sétt deriverar vi en flervariabel funktion

med avseende pa en av variablerna. Detta kallas for partiella derivator och skrivs:
af f(a+hvb)_f(avb)

PR h )

och pa samma sétt med avseende pa y, dir y-koordinaten av punkten varieras.

2.2 Differentierbarhet i godtyckligt antal variabler

Definition 3 (linjériseringsformeln). Lat a vara en inre punkt i definitionsméngden
D till en funktion f av n variabler. Vi séger att f &r differentierbar i punkten
a om det finns konstanter Ay, ..., A,, och en funktion p(h) sadana att

fa+h) = f(a) = Aihi + ... + Anhn + |[B][p(h), lim p(h) =0 (6)

Fallet dar f &r en funktion av tva variabler &r vanligt forekommande, och
linjériseringsformeln (6] skrivs d& pa foljande sétt

fla+h,b+k)— f(a,b) = Ayh+ Aok + VB2 + k2p(h, k),  lim  p(h,k) =0
(h,k)—(0,0)

Utifran definitionen av differentierbarhet formuleras tre satser.
Sats 1. f dr differentierbar i punkten a = f dr kontinuerlig i a.

Beuis.
fla+h)— f(a) = Athy + ... + Aphy + ||| |p(h)

Da h — 0 sa gar HL mot 0 =
lim f(a+h)— f(a)=0
h—0

Detta &r definitionen for kontinuitet, och f &r dédrmed kontinuerlig i a. O

Sats 2. En differentierbar funktion f dr partiellt deriverbar med

of
—(a)=A4;,j=1,..
axj ( ) 7 .] I’ 7”
dir Ay, ..., A, dr talen i formeln for differentieringen av en funktion f av god-
tyckligt antal variabler.

Bevis. Tag ekvation (6)) och séitt h = te; = (0, ...,0,¢,0, ...,0). Dividera ekvation
(6) med t och 1at ¢ — 0. D& erhalles

fa+te;) — f(a) i
t

lim = lim A; + Joplte;) = 4;




VL i detta uttryck &r definitionen for partiella derivatan

of

7 @

Satsen ar darmed bevisad. O

Att via definitionen visa att en funktion &r differentierbar kan i praktiken vara
modosamt. Innan vi introducerar en ny metod for att visa differentierbarhet
definierar vi méingden C!(D).

Definition 4. Lat f vara definierad i en 6ppen mingd D C R™. f ségs vara
av klass C1(D), alternativt att f tillhér C1(D), om f #r partiellt deriverbar och
om alla dess partiella derivator &r kontinuerliga i D.

Med hjalp av definitionen ovan kan vi formulera foéljande sats.

Sats 3. Varje funktion f av klassen C' dr differentierbar.

3 Gradient och tangentplan

Nu nédr det &r visat att konstanterna A; i linjériseringsformeln kan beréknas
enligt sats [2] 4r det lampligt att samla ihop dem i en enda vektor.

Definition 5. For en funktion f: D — R didr D C R" vars partiella derivator
existerar i en inre punkt a € D definierar vi gradienten i a som vektorn

grad f(a) = Vf(a) = <§xfl(a), e 8(93:]; (a)> .

Gradienten tillater oss att forenkla linjériseringsformeln till dess slutliga form

fla+h) = f(a) +h-Vf(a)+|[hl[p(h), lim p(h)=0

I en variabel vet vi att derivatan ger oss grafens tangentlinjes lutning i en punkt,
och att linjériseringsformeln i en variabel ger oss tangentens ekvation om felter-
men p féorsummas. Pa samma sétt kan vi i tva variabler berékna tangentplanet
till funktionens graf z = f(x,y). I tre variabler far vi tangentrum i R*, och i n
variabler far vi tangent-n-plan i R"*1,

Till exempel kan vi berikna tangentplanet till paraboloiden z = f(z,y) = x%+y?
i punkten (zo, Yo, 20 = 22 + y2) genom att bestimma gradienten V f(zo,yo) =
(2x0,2y0). Tar vi en punkt (x,y) = (z¢ + h1,yo + he2) tillréickligt néra (o, yo)
far vi

z = f(xo+hi,yothe) = f(xo,y0)+(h1, h2)-(220,2y0) = 20+220(x—20)+2y0(y—10)-



Med andra ord har paraboloiden tangentplanet

2zo(z — o) + 2yo(y — yo) — (2 — 20) = 0.

Mer generellt kan vi betrakta sa kallade nivakurvor pa formen f(v) = C, ex-
empelvis sfaren
r? =2+ y? + 2% = f(z,y,2).

Ar f differentierbar kan vi vilja tva punkter vo, v niira varandra pa kurvan, dvs.
f(vo) = f(v) = C. Berdiknar vi gradienten V f(vg) ger linjériseringsformeln att

f(v)=C= f(vo) + (v —vo) - Vf(vo) = C+ (v —vo) - Vf(vo),

(v—=vg)-Vf(vg) =0.

Gradienten V f(vq) = (20, 2y0, 220) = 2vy &r alltsa alltid normal mot nivaytan!
Tangentplanet har ddrmed ekvationen

(vo—v)-Vf(vg) = (vo—V):2vy=0.

I tva variabler far vi med samma metod tangentlinjen, och i hégre dimensioner
fas s.k. tangenthyperplan.

4 Riktningsderivator

Lat D C R vara en domén, a € D och @ vara en enhetsvektor i R™. Riktnings-
derivatan av en funktion f : D — R i punkten a och i riktningen @ ges av

of . . flathd) - f(a)
oo~ Ja= h -

4.1 Existens av riktningsderivata - sats(2,4,6)

Lat D € R™ vara en domén, a € D. Antag att f : D — R &r differentierbar i
punkten a. Da existerar alla riktningsderivator till f i punkten a och

of

70 = a-Vf(a),Va.

Satsen ger en bittre tolkning av hur en funktion f véxer beroende pa vilken
riktning man ror sig. Med definitionen av skaldrprodukt kan vi skriva:

% = ||V f(a)|| cos(#), dér 6 &r vinkeln mellan @ och V f(a). Riktningsderivatan
ar déarfor beroende av vinkeln 6. Riktningen i vilken en differentierbar funktion f
vixer respektive avtar snabbast i en punkt a &r i riktningen respektive motsatt
riktning till dess gradient V f(a). Funktionen f haller ett konstant virde om

man ror sig ortogonalt mot Vf, ty cos(d) =0da 0 =n/2+ wk, (k € Z).



5 Kedjeregeln

Kedjeregeln i en variabel kan generaliseras i tre steg till att gélla i flera variabler.
Denna kan sedan tillampas bland annat for att gora variabelbyten vid 16sning
av differentialekvationer av flera variabler.

5.1 Steg 1

Yttre funktion (f) av en variabel och inre funktion (g) av flera variabler.
Betrakta funktionerna
f R>R g:R*" =R

som &r differentierbara. Sammanséttningen
f(g(tl,tg, ceny tn)) :R”" - R
ar differentierbar och dess partiella derivator ges av

: )
o {0t t)) = Flg(ty, ""t”))aitgi

i=1,2,...n

Detta &r en direkt konsekvens av kedjeregeln i en variabel och bevisas pa samma
satt.

5.2 Steg 2 (Sats 2.3.4)

Yttre funktion (f) av flera variabler och inre funktioner (g;) av en variabel.
Betrakta dessa funktioner (som alla &r differentierbara):

f:R* =R
gliR%R
g2 :R—R

gn ' R—>R

Sammanséttningen
f(gl (t)a g2(t>7 ceey gn(t))

dr enligt satsen en differentierbar funktion av ¢ och dess derivata ges av

000000 = 32 5010000 G2

Beviset av denna sats anviander framforallt de grundldggande definitioner som
har gatts igenom.



5.3 Steg 3

Yttre funktion (f) av flera variabler och inre funktioner (g;) av flera variabler.
Betrakta dessa funktioner (som alla &r differentierbara):

f:R" >R
g1 :R™ =R
g2 : R™ =R

gn :R™ >R
Sammanséttningen

f(gl(tlv "'atﬂb)agQ(th ~-~7tm)7 "'7gn(t17 7t’m))

ar en differentierbar funktion av t1, o, ..., t,;, och dess partiella derivator ges av

0 "\ Of

19)

Yl (gl(tla"'atm)v'",gn(tla"'atm)): 87 &
—1 9%q
qg=1

(gl(tla "'7tm)7 '“,gn(tla atm)) atp

Oty
p=12..n

6 Hogre ordnings partiella derivator

I envariabelanalysen innebér hégre ordnings derivator upprepad derivering och
pa motsvarande sitt dr det dven i flervariabelanalysen. Hogre ordnings partiella
derivator innebér att man upprepat partiellt deriverar. I flervariabelanalys kan
man partiellt derivera med avseende pa olika variabler. For att urskilja vilka
variabler man har partiellt deriverat m.a.p. och i vilken ordning dessa partiella
derivationer har utforts finns det nagra olika notationer. Nedan foljer nagra
ekvivalenta notationer for andra ordningens partiella derivator.

LA WO S
— Jxjxy, T Jjk T JTiTk

Ox; \ Oxy :axjaxk -

Notationerna ovan skall tolkas som att forst partiellt deriveras f m.a.p. x; och
sedan m.a.p. z;. Ordningen som man utfér de partiella derivationerna i visar
sig inte ha nagon betydelse givet att f uppfyller vissa villkor.

Innan vi visar detta skall vi utoka begreppet C till att gilla ett godtyckligt tal
i N.

Definition 6. Om f dr definierad i D C R™, didr D &r en domén, sa géller att
f tillhér miingden C*(D) om alla partiella derivator upp till ordning k existerar
och ar kontinuerliga i hela D.



Med denna definition kan vi nu formulera Clairaut’s sats

Sats 4. Om f € C¥(D), dir D dr en domdn i R™ sd gdiller att ordningen i
vilken man tar partiella derivator inte spelar nagon roll upp till ordning k.

Exempelvis om f € C*(D), D C R3, s& giller for alla (a,b,c) € D att

oL f ot f
9209022 %) = 50:200
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