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Sammandrag

Denna rapport dr en sammanfattning av andra ldsveckans foreldsningar
i kursen Flervariabelanalys, MVE035.



1 Taylors formel i Flervariabelanalys

I tidigare kurser i matematisk analys har man kunnat studera och approximera
envariabelfunktioner med hjilp av Taylors formel. Detta genom att skriva om
funktionen av en viss punkt till ett oéndligt polynom.

For att studera en differentialekvation av flera variabler kan man ocksa
anvanda sig av Taylorserier. Forst maste dock den tidigare formeln, som ba-
ra giller for envariabelfunktioner, generaliseras. Man anpassar Taylors formel
till att inkludera fler variabler genom att anvinda sig av kedjeregeln.

Vi minns Taylors formel i en variabel,

Taylors formel Latk € N, a € Rochlat f : R — R tillhéra klassen C*+1(D),
dér D dr nagon omgivning av a. Da giller att,
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for nagot € € (a, z).
Vi infér notationsbytet x = a + h,

kr0) () (R)

flatny =3 A open, ®
° J]:

7=0

dir O(h*+1) ersitter feltermen i Taylors formel och dir O(h*+!) — 0 nir h
gar mot 0. Summan i (2) kallas for Taylorapprozimationen av grad k till f i
punkten z=a. Vi noterar att for & = 1 &r taylorutvecklingen en forfining av
linjariseringsformeln, som vi har definierat tidgare i kursen. Hér ersétts p(h)
med O(h*+1) i formeln.

fla+h) = f(a) + f'(a) - h+ O(h?) 3)

Om vi istéllet véljer £k = 2 far vi en béttre approximation av f i nérheten
av x=a. Eftersom andraderivatan inkluderas i utvecklingen kan vi dessutom
anvéanda approximationen for att klassificera kritiska punkter. Det vill sdga en
punkt dér funktionens alla partiella derivator &r noll.

For att generalisera Taylors formel till att gélla fér funktioner med fler va-
riabler anvinder man sig av kedjeregeln. Vi har tidigare i kursen generaliserat
kedjeregeln och definierat den till att gélla flervariabelfunktioner.

Sats 2.6.10 Lat (a,b) € R? och 1&t f € C3(D) dér D &r en omgivning av
x = (a,b). Da giller att,

fla+hb+h) = fa,b)+h- fola,b) + k- fy(a,b)+
+ %(hg foo(a,0) +2 bk fay(a,b) + B2 fyy(a,0) + O( R ) (4)

dir h = (h, k)



Satsen ger Tayloutvecklingen av grad 2 till f kring punkten (a,b). Man bevi-
sar sats 2.6.10 genom att med hjilp av kedjeregeln reducera flervariabelfunktio-
nen till en variabel sa att Taylors formel kan anvdndas. Om vi betraktar funk-
tionen F'(t) = f(a+th,b+th) sa ger kedjeregeln att funktionens forstaderivata
blir,

F'(t)=h- fola+th,b+tk)+ k- fy(a+thb+ tk) (5)

Genom att aterigen derivera F'(t) och sedan sitta ¢ = 1 kan vi séitta in
derivatorna i Taylors formel for en variabel. Vi far da utvecklingen som visas
i Sats 2.6.10. Samma procedur kan generaliseras bade till fler variabler och till
hogre ordning. Vi kan visa det generella fallet, alltsa approximationen av grad
k i punkten a, (en vektor).

Vi far induktivt fran kedjeregeln att for F'(t) = f(a + th), dir a och h ar
vektorer sa &r den j:te derivatan,

F? = (h-V)'f (6)

dér V &r en vektor som innehaller alla f:s partiella derivator. Insittning i Taylors
formel for envariabler ger oss da Taylors sats i det generella fallet.

Taylors Sats: Lat f € C*t1(D) och a € D. Da giller att,
" (k- V)i
f(a+h):ZTf(a)+O(|\ R (7)
déir O(|| R**1 ||) = 0 niir h gar mot 0.

2 Klassificering av kritiska punkter

En vanlig sak att undersoka hos en funktion &r om den har lokala extrempunkter,
det vill sdga om funktionen har maximipunkter eller minimipunkter.

Definition 1: Lat f : R® — R och a € R™. f sigs ha en lokal minimum
respektive maximum i & = @ om

(1) f &r definierad i en omgivning av a.
(203650 |z—a| <6= f)> f(a) resp. f(x) < f(a).

Dessutom ségs funktionen ha en strdng lokal maximipunkt resp. minimipunkt
om for x # a giller f(z) < f(a) resp f(x) > f(a)

Fran envariabelanalys har vi att derivatan i dessa extrempunkter &r lika med 0.
I Definition 1 ser vi dock att det inte finns nagot krav pa att de partiella deri-
vatorna behover vara 0 i punkten @ = a. Dock kan vi stélla upp foéljande resultat,

Proposition: Lat f : R® — R, @ € R" (och D &r en 6ppen omgivning till
a). Om f har en lokal extrempunkt, antingen lokal max. eller lokal min. i x = a
och &r differentierbar i x = a da giller det att V f(a) = 0, dvs. alla de partiella



derivatorna &r noll i x = a.
Detta kan bevisas genom att anvinda sig av linjariseringsformeln, anta att
Vf(a) # 0 och sedan visa att detta motverkar Definition 1.

Slutsatsen kan dras att om en funktion har extremum i en punkt implicerar
det att Vf(a) = 0 i punkten, men inte vice versa. Vi har f6ljande definition,

Definition 2: Lat f : R™ — R vara differentierbar i punkten a. Om Vf(a) = 0
séigs punkten a vara en kritisk/stationdr punkt till f.

Eftersom man inte kan veta om en stationir punkt ocksa &r ett lokalt extre-
mum maste man anvinda sig av Taylorutvecklingar runt stationdrpunkten for
att kunna klassificera den. Som tidigare ndmnt anviinder man andra ordningens
Taylorutveckling som inkluderar andraderivata. Detta eftersom vi fran Propo-
sitionen har att de partiella forstaderivatorna &r 0.

Om vi antar att det for en funktion f : R? — R giller att f € C3 i en
omgivning av en kritisk punkt (a,b), kan vi utnyttja andra ordningens Taylor-
utveckling och skriva,

fla+h,b+h) — f(a,b) = hfz(a,b) + kfy(a,b)+

502 (0,0) + 20 Ly (B) + 2y 0,0) + O B )

Hiir kommer f, och f, termerna bli 0 och O(|| h® ||) kan i de flesta fall
forsummas. Vi ser da att om vénsterledet dr mindre &n 0 sa kommer det finnas
ett maximum i punkten (a, b) och ett minimum om differensen i viinsterledet dr
storre dn 0. Tecknet pa differensen kommer sjélvklart bero pa hogerledet som
vi kan skriva pa formen Ah? + 2Bhk 4+ Ck?* dir A = 1 fu.(a,b), B =  fu,(a,b)
och C' = 1 f,,(a,b).

Definition 3: En funktion @ : R™ — R kallas fér en binar kvadratisk form
om 3 A,B,C €R Q(h,k) = Ah? + 2Bhk + Ck>.

Definition 4: Den bindra kvadratiska formen () sigs vara

(1) positiv definit om Q(h,k) > 0 V(h,k) # (0,0) = Da &r punkten
(a,b) ett strangt lokalt minimum.

(2) negativ definit om Q(h,k) < 0 V(h,k) # (0,0) = Da &r punkten
(a,b) ett strangt lokalt maximum.

(3) indefinit om Q(h1, k1) < 0 och Q(ho, ke) <0 = Da ér punkten (a,b)
varken lokalt maximum eller lokalt minimum, dvs. r ett sa kallad sadelpunkt.

(4) positiv (eller negativ) semide finit om Q(h, k) > 0 (respektive Q(h, k) <
0) och 3 (hl,]{il) 75 (0,0) dar Q(hl,kl) =0.



Att @ &ar indefinit kan jamforas i envariabel med en terasspunkt. Dér finns
det varken ett maximum eller minimum. Om @ &r semidefinit kan ingenting
sigas om den kritiska punktens klassificering.

Genom att vidare analysera hogerledet som &r skriven pa bindr kvadratisk form
kan slutsatser dras om vénsterledets tecken. Vi far satsen,

Sats: Lat Q(x,y) = Ax? + 2Bay + Cy?. Da giller,
(1) AC—B? >00ch A >0 = @ &r positiv definit.
(2) AC — B?>0o0ch A <0 = Q #r negativ definit.
(3) AC — B? <0 = Q@ &r indefinit.
(4) AC — B> =0 = Q #r semidefinit.

Genom analys av tecken och jamforelse med Definition 4 bevisas samtliga fall i
satsen.

3 Vektorvard funktion

Definition: Lat m,n € N.

En funktion F : R" — R™ kallas for vektorvird en funktion.

I fallet da m = 1, da kallas funktionen istéllet for en skaldrvird funktion.
Notera: F(x1,..,x,) = (F1(z1, ... Zn)s ooy (21, ...2))

Definition: F' ségs vara differentierbar om varje F'; &r differentierbar.

4 Linjirisering

Lat varje F'; vara differentierbar i en punkt £ = a € R" , siig

Fi(a+h) = Fi(a) + h-VF;(a)+ [ h | pi(h), (8)

dir p;(h) — 0, da h — 0.

Notera: u = (ug,ug, ..., Uy ), v = (vV1, V2, ..., Up),
Da ér skaldrprodukten u - v = Z?zl w;vi = ulv

Detta kan vi applicera pa (8) och fa foljande uttryck:
hy
aF, aF, ha
Fi(a+h) = Fy(a) + [255 . 28] 10 | b | pu(h),

hy
som géller for ¢ =1,2,3,...,m.
Stéller man upp dessa m stycken ekvationer pa varandra far man foljande ut-
tryck:



Fi(a+ h) Fi(a) Enmxn Fi(a) p1(h)

Fz(a + h) F»(a) matris vars(i,j)-| | Fz2(a) p2(h)
: - : + element &r: : + R .
’ : F;(a) : :
Fr(a+ h) Fr(a) oz Fr(a) pm(h)

Vilket ger oss linjdriseringsformeln:

Fa+h)=F(a)+ F'(a) - ht | h | p(h), dir
p(h) = O, d& b — 0,

Terminologi: F'(a) kallas for funktionalmatriser eller Jacobimatrisen fér den
vektorvérda funktionen F

5 Kedjeregeln for vektorvarda fuktioner

DEFINITION: Lat F: R™ — R™ och G : RP — RY, som antas vara C'. D4
n = q géller att F o G : RP — R™ och

(1) F o G ocksa C*.

(2) (FoG)Y =F' %G = (FoG)'(a) =F/(G(a)) * G/(a) for nagon punkt
a € RP. Hir star x for matrisprodukt.

Speciallfallet m = n, F : R® — R", kallas for ett n-dimensionellt vektor falt.

6 Formella satsen (sats 3.3.2 inversfunktionsat-
sen)

Lat y = F(z) vara en C'-funktion fran R till R och a en punkt i defini-
tionsméngden sadana att determinanten av (F’(a)) # 0

D4 finns det 6ppna omgivningar U och V' av a respektive b = F(a) sadana att
F :V — U é&r bijektiv och F~1:V — U ocksa ir C.

7 Implicita funktionssatsen 3.4

Det #r naturligt att framstélla enhetscirkeln som en nivakurva av f(z.y) = 1
dir f(z,y) = 2® +y?

7.1 Implicit derivering

Idéen ir att ekvationen z? + y? = 1 implicit definierar y som en funktion av x
sa vi kan derivera bada leden med avssende pa x med hjilp av kedjeregeln och
fa,

dy

S S 4 _d a9 oy _ d 2 _ ay
(HL) = 7 =0 och 2(VL) = £ 4y%) = 204 7 (u(a))? = 20425



d d —
:>0:2x+2y—y:>—y=—x
dx dx Y
Hela hirledningen &r en ogiltig berikning da y = 0 for att ekvationen inte &r en
entydlig funktion av x i en godtycklig liten omgivning av antingen (1,0) eller

(—1,0).



