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Sammanfattning

Under lasvecka 6 har fokus legat pa kurvintegraler i planet och i rum-
met. Forst behandlades grundlaggande begrepp och definitioner kring vad
en kurvintegral dr. Efter detta forklarades Greens sats och potentialer vil-
ket dr tva anvindbara appliceringar av teorin kring kurvintegraler. Slutli-
gen generaliserades delar av dessa till att d&ven gélla berdkningar i rummet
vilket exemplifierades genom ett antal fysikaliska tillimpningar.



1 Kurvintegraler

Vi tédnker oss en kurva - i planet, med startpunkt i a och slutpunkt i b. En
partikel ror sig 6ver kurvan -y samtidigt som den paverkas av ett kraftfalt F,
som beror av r(t), dir r beskriver partikelns lige med avseende pé parametern
t,a <t <psdatt r(a) =aochr(f)=0b.

Det arbete som utrdttas av F' pa partikeln genom farden &ver -y under tidperi-
oden dt ar
F(r(t)-r'(t)dt.

Det totala utfirdade arbetet 6ver hela v ges av integralen

B
/ Fr(t) - v (t)dt.

Detta kommer vi att anvinda for att formulera defintionen av kurvintegralen.
Definition 1.1. Ldt

F(r) = (P(r),Q(r)) = (P(z,y),Q(z,y))

vara ett kontinuerligt vektorfilt definierad i en 6ppen méingd D C R%. Om v dr
en orienterad C'-kurva i D med parameterframstédllningen

r= T‘(t) = (x(t),y(t)),a <t<p

sa kallar vi

B
[ Feo)-roa= [ re0.00wo + eeo.owma

for kurvintegralen av F' dver .

Vi vet fran fysiken att ett arbete utfort pa en partikel léngs en bana endast be-
ror pa kraften i fardriktningen och hur langt partikeln fardas, alltsd oberoende
av hastigheten partikeln fardas. Med kurvintegralen som tolkning av detta vill
vi pasta att detsamma géller for kurvintegralen.

Vi kan saledes bevisa att kurvintegralen &r oberoende av valet av parameter for
den orienterade kurvan ~.

Bevis. En parameter t och en alternativ parameter u har sambandet t = ¢(u),
diir ¢ #r en stringt viixande C!-funktion pa ett intervall [a,b] med go( )=«
och ¢(b) = 8. Vi kan da framstélla v i parametern u som 7(p(u)), o < u < .

Berédkningen av f7 F - dr i parametern u blir

b d b
/ _ Fr{pu)) - gor(e(u)du = /  Pr(pw) 7 (elu))e (w)du =



— B
| o | = [ e o,

vilket ser ger samma resultat som . U

2 Greens sats

Greens sats dr en anvindbar metod for att omvandla en kurvintegral till en (for-
hoppningsvis) enklare dubbelintegral. For att kunna formulera satsen behover
man definiera tre begrepp rérande kurvintegraler.

Definition 2.1. Ldt v : [a,b] — R™ vara en parametrisering i planet. v kallas
sluten om

v(a) = ~(b)

Definition 2.2. Ldt v : [a,b] = R™ vara en parametrisering i planet. v kallas
enkel om
’y(tl) = ’y(tz) = t1 =1y, V1,10 € [a, b)

Definition 2.3. Lit v : [a,b] — R™ vara en sluten och enkel kurva i planet.
kallas positivt orienterad om den insida som  skiljer av frin resten av planet
ligger till vdnster ndr man ror sig i kurvans fardriktning.

Med hjélp av dessa definitioner kan man nu formulera Greens sats.

Sats 2.1. Ldt P och Q vara tvd Cl-funktioner definierade i en Gppen mingd
Q C R2. Lat D vara ett kompakt delomrade till @ med en rand 0D som utgors av
en eller flera styckvis C*-kurvor. Om 0D dr sluten, enkel och positivt orienterad

gdller att
/ Pdx 4+ Qdy = // (8@ — 6P> dxdy
oD p \ 0z dy

Bevis. For att genomfora beviset méaste man &ven kunna dela upp omradet D
i &ndligt manga omraden, F, med hjélp av linjer parallella med y-axeln, dir F
bestar av

E={(z,y);¢(z) <y <yY(z),a <z < b} (2)

déar v ar den undre kurvan av F och o dr den 6vre kurvan. Analogt maste D
kunna delas upp i éndligt manga omraden med linjer parallella med xz-axeln.
Vi kommer endast bevisa for fallet i y-led eftersom x fallet f6ljer analogt. Forst

visar vi att op
Pdx = / / ——dxdy 3
/aE g Oy )



Intererad integration av hogerledet ger
P b () P
()
E 6y r=a y=¢(z) ay

[ [ren]” “

T(x) = (x,(p(a?)), a<z<b

Den forsta integralen i hogerledet i (3) blir dérfor

/de—!—Ody = / Pdzx.
2l ¥

analogt blir den andra termen

/P da:—/de

(Notera att orienteringen av o ar motsatt till -y, vilket eliminerar minus tecknet).
Eftersom linjerna som delar upp E &dr paralllella med y-axeln kommer de inte
ge nagot bidrag till Pdx. OF far alltsa endast bidrag av -y och o, vilket ger

//f—dxdyf/ Pdx
oF

Genom addition av alla omradena E blir darfor

oP /
——dxzdy = Pdx 5
//D dy Y OFE ( )

Analogt ger indelning av D med hjilp av linjer parallella med z-axeln

/ / 9y = / Qdy (6)

Addition av (4) och (5) ger

// (‘9@ _ ap)dmdy — [ Pdz+Qdy (7)

Oy oD

och beviset ar klart.



3 Potentialfalt

Man brukar siga att en kurvintegral

¢F~dr:§£de+Qdy
v v

av ett givet vektorfilt F' = (P, @), definerat i en 6ppen méngd {2, dr oberoende
av vdgen i §2 om resultatet av integrationen for varje kurva « i {2 bara beror
av dess begynnelse- och startpunkt, inte alls pa kurvans férlopp i Gvrigt. Ett
ekvivalent villkor ar att kurvintegralen ldngs varje sluten kurva i §2 dr noll. For
att karakterisera sadanna filt for vilka kurvintegralen &r oberoende av vigen,
introduceras foljande definition.

Definition 3.1. Vektorfiltet F = (P, Q) kallas ett potentialfilt eller ett kon-
servativt filt i det 6ppna omridet 2 om det finns en C*-funktion ;R — R i
2 sadan att

F =V¢.

Da kallas funktionen ¢ for en potential till F.
Sats 3.1. Lat F = (P, Q) vara ett potentialfilt med potentialen ¢ i det dppna
omrddet 2. For varje kurva v i 2 galler da att

§1§F dr = 6(b) - 6(a),

ddr a och b dr begynnelse- respektive slutpunkt for . Speciellt dr kurvintegralen
937 F - dr = ¢(b) — ¢(a) oberoende av vigen.

En fysikalisk tolkning av satsen &r att for ett konservativt falt géller att utfort
arbete dr lika med fordndring i potentiel energi. Och en matematisk tolkning
blir en generalisering av kalkylens fundamentalsats.

Vilkoret: %—(;2 = %—I;

Under foérutséttningarna for Greens sats noterar vi fallet da

0Q _or

or Oy’
Vilket implicerat att hogerledet i Greens sats blir lika med noll for alla val
av D diar F € C!, se sats for fortydliganden. Det implicerar i sin tur att
vansterledet i satsen ocksé blir lika med noll for alla val av D.

:>§£F-dr:0,
v

for varje sluten och enkel 7 sa linge F ar C' i omradet som innesluts av 7. Det
vill siga, kraftfaltet F' utfor inget arbete pa en partikel som ror sig i en sluten
bana.



Definition 3.2. Lat F = (P, Q) vara ett C1- filt i det éppna omradet 2 C R2.
F sdgs da vara virvelfritt om,

9Q oP
or Oy’
4 Virvelfria vektorfalt

Fran kunskapen om potentialfilt /konservativa vektorfilt, vet vi att dessa upp-
fyller kravet:

0Q _or
or Oy’
0? 02
8z6‘y¢ N 3y8x¢7

om ¢ € C? for alla 2 och 3 inom ett 6ppet omrade 2 C R?. Vilket ocksa dr kravet
pa ett virvelfritt vektorfilt. Fragan dr da om detta implicerar att F = (P, Q)
ar ett potentialfalt?

Vi underscker detta genom att ta en enkel, sluten C* kurva « och antar att F
ar virvelfritt pa dess insida. Vi tillimpar Greens sats.

e, (28 )on
% int(y) ax ay

Vi ser att det &nda som kan ga fel har ar da 8Q = %P inte dr definierat for alla

2,y pa insidan av ~.

Alltsé behovs ett starkare villkor utéver att F' ar virvelfritt, for att kunna dra
en slutsats huruvida F' ar ett potentialfilt. Denna sats lyder som foljande:
Sats 4.1. Om F = (P, Q) uppfyller villkoret

oQ 0P

— = —,(z,y) € Q.

o~ oy (z,y)
Och Q) dar en enkelt sammanhdngande Gppen del av planet sa har F en potential
1 Q.
Dér en allmén definition for en enkelt sammanhidngande méngd &r:
Definition 4.1. 2 C R" sdgs vara enkelt sammanhdngande om € dr baguvis
sammanhdngande och varje enkel sluten kurva i €2 kan kontinuerligt kontrakteras
till en punkt utan att ldmna €.

5 Fysikaliska Tillampningar

Vektorfélt och specifikt potentialfalt kan anvéndas for att beskriva fysikaliska
fenomen. Newtons gravitationslag sdger att tva punktmassor med massorna M



och m, dar M ligger i origo och végen till m &r vektorn 7. D& kan vi beskriva
kraftfiltet som gravitationen fran M avger pa m:

M
F— _Gign,;
[l
dar F ar ett potentialfalt da F' = V¢ déar

GMm

Va2 +y? + 22

dér G ar den universella gravitationskonstanten.

o(x,y, 2) =

Vi har d&ven Coulombs lag som kan beskrivas med ett elektriskt félt E som avges
av en laddning @, som liknar Newtons gravitationslag:

Q
=——7=VV
4mel|r||?
dér e dr en universell konstant. E dr &ven ett potentialfalt till funktionen V' som
beskriver spidnningen (&ven kallat potentialen).

Kraften pa en annan laddning ¢ som paverkas av E skrivs som

Qg .
F = E = ——
5= dner 2"
Bade Newtons gravitationslag och Coulombs lag har en sa kallad singularitet i
origo da [|r|| = 0.

6 Divergens och Rotation av vektorfilt

For att kunna generalisera t.ex. Greens sats till hogre dimensioner maste vi
introducera tva nya operationer: divergens och rotation (som &dven anvinds for
annat).

Definition 6.1. Lit F : R® — R" vara ett C'-vektorfilt. Divergensen av F
betecknas da div(F) eller V - F vilket utldses som ’grad dot F’. Divergensen av
F' dr skaldrfiltet som ges av

" OF,

vilket kan ses som skaldrprodukten av gradienten och F', ddrav beteckningen
‘grad dot F".



Definition 6.2. Lit F : R — R3 wvara ett C!-vektorfilt. Rotationen av F,
som betecknas curl(F) eller V x F (utlises ‘grad kryss F’), dr vektorfiltet som
ges av

VxF =

_ OF;  OF (8F1 _ 3F3) OF, _ OF
- dy Oz Oz ox ox oy

:ﬂ g‘@ &0
Sj;gj‘QJQn
e

dar ¢, 7, k ar vara basvektorer.

Om vi har ett vektorfilt i R? kan vi fortfarande beriikna rotationen av vektor-
faltet genom att sitta F' = (P, Q,0). Da giller

_ (99 9P\
VXF_(@:E 8y>k

7 Stokes sats

Med hjélp av rotationen av ett vektorfélt kan vi nu formulera Stokes sats.
Sats 7.1. Stokes sats siger att om vi har ett Cl-vektorfilt F = (Fy, Fy, F3)
definierat i en dppen mingd Q C R3, och Y dr ett positivt orienterat ytstycke i
Q med en styckvis C! positivt orienterad rand OY sd gdller

F-dr:// (V x F)-NdS
oY Y

Stokes sats kan ses som en mer generaliserad form av Greens sats, da den appli-
ceras i det 3-dimensionella fallet. Mer specifikt sa dr Greens sats ett specialfall
av Stokes sats dar ytan befinner sig helt pa xy-planet.

8 Flodesintegraler

Flodesintegraler, som &ven kan kallas ytintegraler, &r integraler dar vi betraktar
vektorfalt som falt som beskriver ett flode. Med hjélp av flddesintegraler kan vi
da beridkna hur mycket som flédar ut genom en yta, likt hur vi kan berékna till
exempel arbete med kurvintegraler.

En ytintegral ser ut pa féljande vis:

//YF-NdS



som utlédses 'flodet av F' ut genom Y’. Har beskriver F' flodet och N &r en
utatriktad normal fran ytan, och Y &r en yta i R3.

Integralen kan berdknas direkt genom en parametrisering av ytan. Mer specifikt
behovs en formel for NdS, och den formeln kan man utvinna genom 3 olika
metoder for olika fall.

Allmént géller

Y = {r(s,t)|(5,t) € DC R*} = NdS =+ (ZT X g:) dsdt
s

Tecknet méaste kontrolleras for att N riktas ut fran ytan.

Det forsta specialfallet &r om Y &r en funktionsyta sddant att z = f(z,y) si
géller

NdS = +(—fo, — fy, 1)dz dy

Det andra specialfallet &r om Y &r en implicit definierad funktionsyta F(x,y, z) =
k, dar k &r en konstant och F, # 0. Da giller

- VF
NdS =+ < ) dx dy
F.
For bada dessa specialfallen maste riktningen av N kontrolleras likt som i det
generella fallet.

8.1 Gauss divergenssats

For flodesintegraler kan vi anvdnda Gauss divergenssats likt hur vi anvénder
Greens sats for att skriva om kurvintegraler till en integral som &r férhopp-
ningsvis enklare att berdkna.

Sats 8.1. Gauss divergenssats siger att om vi liter F = (Fy, Fy, F3) vara ett
C*-félt definierat i en dppen médngd Q C R3. Om det kompakta omridet K C ()
har en rand OK (i detta fall en yta) som bestir av en eller flera C'-ytor och
som dr orienterad med utdtriktad normal sa gdller

# F-NdS:// V- FdVv
OK K

Beviset for Gauss divergenssats foljer samma idé som beviset av Greens sats,
alltsd genom att dela upp omradet.
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