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1 Gauss Sats

Gauss sats kopplar flodet av ett filt genom slutna ytor till divergensen av samma
falt i volymen som innesluts av ytan.

Sats 1.1. (Gauss sats). Lat S vara en yta med den utdtriktade normalen N
som avgrinar volymen V. Lat F = (Fy, Fy, F3) vara ett filt som dr C* i V. Dd

gdller att
//F-Ndsz// V. FdV. (1)
S |4

I ord sédger alltsa Gauss sats att flodet av ett fialt F' genom en yta S &r lika
med integralen av filtets divergens Gver volymen V som innesluts av ytan.
Satsen ger ett sétt att berdkna flodesintegraler av filt 6ver ytor som &r svara
att parametrisera.

2 Stokes Sats

Definition 2.1. Ldt D C R? vara en kompakt méngd vars rand 0D bestdr av
en eller flera styckvisa C'-kurvor som dr positivt orienterade. Lat v : D + R3
sa att (s,t) — r(s,t) vara en parametriserad yta. Kalla ytan for Y, det vill
siga Y = r(D), och sitt 0Y = r(dD). Y sdgs da vara positivt orienterad
om den drver sin orientering fran 0D. Y sdgs vara ett orienterat ytstycke med
orienterad rand 0Y om:

e JY drver sin orientering fran 0D

o NdS = +(9 x 2t)dsdt

Sats 2.2. (Stokes sats). Lit F = (Fy, Fy, F3) vara ett C*-filt definierat i en
oppen méingd Q C R3. Om'Y dr ett orienterat ytstycke i Q0 med orienterad rand
oY sa giller:

6YF.dr://YW><F)-Krds. (2)

Uttryckt i ord sdger Stokes sats att flodet av rotationen av ett filt F' genom
en yta Y &r lika med arbetet utrittat av filtet lings med ytans rand 9Y. For
specialfallet da F3 = 0 och y ligger i xy-planet far vi Greens sats.

2.1 Samband mellan begreppen virvelfritt och konserva-
tivt

Definition 2.3. Ldt F : D — R? vara ett Cl-vektorfilt. F dr virvelfritt om:
VxF=0 (3)



Definition 2.4. Vektorfdltet F' kallas konservativt i det dppna omradet 2 om
det finns en Cl-funktion U i Q sddan att:

F = grad(U) (4)
Funktionen U kallas da potential till F

Sats 2.5. (Bdaiers 10.5.3). Om F konservativt i 6ppna mingden Q C R® med
potential ® € C? gdiller att F dr virvelfritt.

Sats 2.6. (Boiers 10.5.4). Om F : R® — R? wvirvelfritt i éppna enkelt sam-
manhdngande omradet  galler att F dr konservativt.

Detta kommer sig av att godtycklig v kan “dras ihop“ pa ett kontinuerligt vis
till en punkt utan att limna omradet € ty det dr enkelt sammanh&ngande.
Lat déarefter Y vara ytan som ritas upp vid sadan ihopdragning, dvs Y ligger
helt i ©Q och Y = £+. Med hjilp av Stokes sats fas dérefter att kurvintegralen
ﬁy Fdr = 0 for varje sluten enkel Cl-kurva i  vilket enligt (Béiers 9.4.3) bevisar
(Boiers 10.5.4) ovan.

3 Maxwells Ekvationer

Maxwells ekvationer #r en uppsittning ekvationer (som kan formuleras bade
i differential- och integralform) som beskriver elektriska och magnetiska félt.
Maxwells forsta tva ekvationer baseras pa Gauss sats och &r (pa differentialform)

o

V-E =

V'B . (5)

)

O

didr E ar det elektriska filtet, B &r det magnetiska féltet, p ar elektrisk ladd-
ningstithet och ¢y &r permittiviteten i vakuum. Den forsta av dessa tva ekva-
tioner kallas Gauss lag (den andra kallas Gauss lag fér magnetism).

3.1 Gauss lag

Betrakta forst Coloumbs lag for det elektriska féltet kring en laddning @)
Q 7

E(‘TayVZ) = 47T60’I"72'




Betrakta sedan en sfar Y med radien R kring denna laddning. Det totala elekt-
riska flodet genom sfiren blir

# E-NdS = # MEO R2 PdS (7)

- 47T60R2 ﬁé a5 (8)

Q o Q
= 4 _x
4dmeg R? Tl €0 9)

Detta ar Gauss lag pa integralform. I ord séger den att det totala elektriska flodet
genom en stingd yta &dr lika med % ganger den elektriska nettoladdningen som
innesluts av ytan. Om man skriver den i termer av laddningstétheten p och en
allmén volym K med randen 0K far man

~ 1
E-NdS:—/// pdV, (10)
OK €o K

Applicerar man Gauss sats pa far man VK

//KV~EdV:///K£dV. (11)

Detta innebér likheten V- E = £ vilket &r Gauss lag pa differentialform. I ord
séger den att divergensen av det elektriska filtet dr lika med laddningstétheten
delat med €p. Det betyder intuitivt att om det finns ett elektriskt flode genom
nagon sluten yta sa maste det finnas en kélla, det vill siga en laddning, inne-
sluten av ytan.

Anméirkning: om man betraktar en punktladdning @ i origo far man elfiltet

Q F_ Q  (ay2)
2 471'60 (§U2 +y2 +Z2)3/2’

E(z,y,z) = (12)

for (z,y, z) # (0,0,0), vilket innebér att filtet dr singulért i origo. Beridknar man
forsta komponenten av divergensen av elfdltet (andra och tredje komponenten
foljer samma princip) sa far man

8E1 . Q y2+z2—2x2
Or  4meg (z2 + y2 + 22)5/2°

(13)

vilket innebér att OF OF OF
E="1 T2 T, 14
v ox + oy + 0z 0 (14)

Detta innebér att Gauss sats till synes fallerar, ty

% _ #YE Nds + ///imm V- EdV =0, (15)



dér Y dr en sfirisk yta runt punktladdningen @ och int(Y") dr volymen som
innesluts av Y. Detta ir en konsekvens av att E inte &r C* i punkten (0,0, 0),
vilket medfor att V- E # 0 dar. Detta réttas tillmed hjélp av Diracs deltafunk-
tion sa att Gauss lag fortfarande géller.

3.2 Faradays lag

Maxwells tredje ekvation bygger pa Faradays lag, som siger att den inducerade
elektromotoriska kraften i en sluten elektrisk ledare &r lika med den negativa
tidsderivatan av det magnetiska flodet genom den slutna ledaren. Rent mate-
matiskt blir Faradays lag ekvationen da insidan av ~y &r lika med D.

%E-dr:—g/BJVdS (16)
v tJp

Om man applicerar Stokes sats pa vinsterledet i far man att arbetsintegra-
len med avseende pa E och v ir lika med flodesintegralen av rotationen av E
med avseende pa omradet D, vilket kan ses i ekvation . I hogerledet pa
kan vi flytta in derivatan innanfér integraltecknet, vilket tillsammans med det
nya vansterledet ger ekvation . Da integralerna i ar lika och omradet D
kan véljas godtyckligt med avseende pa radien, kommer integranderna att vara
lika. Detta ger Maxwells tredje ekvation .

ygE-drz//D(VxE)-Nds (17)
//D(VXE)-NdS://D—%—?-NdS (18)

0B

E=_""
V x T

3.3 Amperes lag

Om man later en ledare sammanfalla med positiva z-axeln i det tredimensionella
rummet s& kommer magnetfiltet, B, att vara proportionellt med hogerledet i
, om strommen I genom ledaren gar i positiv z-riktning. Proportionaliteten
kommer att bero pa storleken pa strommen I och mediets egenskaper.

B(x,y,z)o<< —Y a 0) (20)

22+ 92" 22 + 2’



Om man viiljer en sluten kurva ~ kring origo (ledaren) i xy-planet s kommer
arbetsintegralen med avseende pa «y for magnetfiltet att vara proportionellt mot
2. Da B ir proportionellt med strommen och mediet sa far vi .

¢B~dr:27r-l~c (21)
5

Det &r lockande att forsoka anvidnda sig av Stokes sats for att skriva om ar-
betsintegralen for magnetfiiltet till en flodesintegral med avseende pa ytan D
som &r insidan av 7. Problemet &r att B har en singuléritet langs hela z-axeln
vilket hindrar oss fran att anvinda Stokes sats. For att kringga detta definie-
rar vi istéllet stromtédtheten J som &r strommen per areaenhet inklusive dess
riktning. Den totala strommen genom ytan D blir da .

I://DJ-zdS (22)

Vi kan nu anvéinda oss av Stokes sats for att skriva om arbetsintegralen av
magnetfiltet, vilket ger .

}IgB-dr://D(VxB)~2dS (23)

Ekvation tillsammans med och ger oss uttrycket . Da det
i ar tva integraler av samma typ med avseende pa samma, godtyckligt

stora, omrade D, sa kommer integranderna att vara lika med varandra. Detta
ar Amperes lag , dér p ar den magnetiska permeabiliteten hos mediet.

//D27ch~2dS: //D(v x B) - 2dS (24)

V x B =2ned = pJ (25)

Problemet med Amperes lag ér att den inte tar hiinsyn till de andra av Maxwells
ekvationer. Ampeéres lag haller till exempel inte om man studerar magnetfiltet
over en kapacitans, da ingen strom passera mellan dess plattor. For att fa Max-
wells fjarde lag maste man alltsa korregera Amperes lag. Maxwells fjarde lag &r
, dér € ar den elektriska permittiviteten och E det elektriska féltet.

VXB:;LJ—HAEaa—f (26)



4 Laplacian

Definition 4.1. Ldt F : R? — R? vara ett Cl-vektorfilt. Laplacianen av F
ges av:

AF:Zn: 0 p (27)

2
"
i=1 Oz

Notera att A = V2.

5 Réknesatser for nablaridkning

Nedan regler géller sa linge (F') dr en tillrickligt snéll funktion.

Sats 5.1. g) V- (VX F)=0

Satsen séger att om F #r ett godtyckligt C2-filt sa dr curl(F') ett kallfritt filt.
Motsatsen, dvs att om F ar ett kéllfdlt finns ett filt A sadant att FF =V x A,
géller under vissa villkor. A kallas vektorpotential till F'.

Sats 5.2. h) V x (V®) =10

Bevis omfattar bland annat det faktum att F' &r konservativ och alltsa virvel-
fritt da & €C=.

Sats 5.3. i) Vx (Vx F)=V(V-F)-V?F

dir F €C2.

Eftersom bada led ar vektorfilt rdcker det att bevisa att de &r lika i varje
komponent. Om man dérefter skriver om V som differentialer kommer savil VL
som HL att ta ut varandra och ddrmed vara lika varandra, enligt Clairaut.



6 Optimeringsproblem i flera variabler

Hur man réknar ut kritiska punkter fér en funktion f : R® — R! bade i en
kompakt och icke-kompakt méngd.

6.1 En variabel

Sats 6.1. En kontinuerlig funktion pa en slutet och begrdnsat intervall antar
ett storsta/minsta virde.

Sats 6.2. Om den deriverbara funktionen f(x) har ett lokalt max/min i x = a
sa dr f'(a) = 0.

Sats 6.3. (Sats 6.1 + 6.2) Om f dr en deriverbar funktion pa [a,b] sd kommer
[ att anta sina extremuvirden for [a,b] antingen i en kritisk punkt eller i en
andpunkt.

Losningsmetod:
1. Ta fram alla extrempunkter till f genom att losa f (x) = 0 och berikna
de kritiska punkternas vérde.

2. Ta ut det storsta och minsta virdet vilket motsvarar de storsta och minsta,
virden i intervallet [a, b].

6.2 Flera variabler (kompakt)

Sats 6.4. Sats 6.1 gdller dven i R™, fast for kompakt mdngd, istillet for slutet
och begrinsat intervall.

Sats 6.5. Om f:R™ — R! dr C dd gdller i en extrempunkt att VF =0

Sats 6.6. (Sats 6.4 + 6.5) Om f C CY(Q) fér ndagon éppen Q som en delmingd
av R™ och K dr en kompakt delmdngd till Q0 sa antar f bade ett stérsta och
minsta virde © K och dessa antas antingen i en kritisk punkt till f eller pa
randen till K.

Losningsmetod:

1. Bestdm alla kritiska punkter till f genom att lsa systemet VF = 0 av n
ekvationer i n obekanta. Tag med endast de kritiska punkter som tillhor
K och berikna f:s virde i alla dessa.

2. Vi forutsitter att randen #r styckvis C! for varje stycke vilj en C! para-
metrisering med n—1 variabler sdg (s, S2, ..., Sn—1) = F(7(s1, 82, ..., Sn—1)
betrakta den sammansatta funktionen F'.

3. Repetera tills 16st.



6.3 Flera variabler (icke-kompakt)
Motsatt till en kompakt méingd maste inte en icke kompakt méingd anta ett
storsta eller minsta virde, da den kan ga mot odndligheten.

Det typiska losningen ér att det gar att skapa en kompakt méngd som innehaller
antingen max eller min eller bada. Efter detta tillimpar man metoderna som
man gor i en kompakt méangd.

6.4 Be Smart!

I andra delen av foreldsningen gavs tips pa hur man kan 16sa problem genom
att skippa vissa utrdkningar. Be smart!

Exempel pa Be smart:

1. Brak — kan man ofta snabbt se vilka parametrar som ska anta sitt storsta,
minsta eller 0 virde for att fa ut max och min véirden

2. Funktioner med vixande eller avtagande termer — kommer max/min vara
pa randen.

3. Anvinda sig av ritt parametrisering, vilket exempelvis r polira koordi-
nater eller rymdpolédra vid cirklar, ellipser eller sfirer
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