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Kompletterande 6vningar, i numerisk analys, for Z2

En del av ovningarna &r lite pratiga. Det beror pa att boken inte innehdller ndgon numerisk analys och
pa att jag inte vet hur mycket numerisk analys som presenterats i tidigare kurser. Se ocksa de sidor fran
foreldsningsanteckningarna som handlar om numerisk analys. De 6vningar som kriver programmering har inte
fullstsindiga 16sningar. Ovriga problem har dock 15sningar. Forkortningen DE betyder differentialekvation(en).

1 Ovningar pa system av ickelinjira ekvationer

1. Formulera Newtons metod for foljande tva problem.

22+22-1=0 22+ mzs—9=0
22 —29=0 ’ 3zixy —25—4=0

2. Vivill anvinda Newtons metod for att hitta en symmetrisk 2 x 2-matris sddan att summan av kvadraterna
pa matrisens alla element #dr 118. Matrisen determinant skall var -41. Slutligen dr produkten av matrisens
alla element 392. Sitt upp Newtons metod for problemet.

3. Forsok att hitta sa manga rotter som mojligt till systemet:

sinz +y% +logz =3
3r+2v—23=0
2 +y?+2°=6

4. Hur ser Newtons metod ut for det linjira ekvationssystemet Az = b? A #r en kvadratisk och ickesingular
matris.

2 Ovningar pa optimering

1. Vi anviinder steepest descent utan linjesSkning for att minimera f(z,y) = [z* + oy?]/2 med o > 0. For
vilka positiva o konvergerar metoden, for godtycklig startpunkt, mot minimum?

2. Svarare: Formulera linjeskningsproblemet for funktionen i féregdende uppgift nér negativa gradientrikt-
ningen anvinds som s6kriktning. Bestdm ocksd den optimala steglingden. Antag att vi star i punkten
[z,y]T (for att slippa alla index) och tar ett steg, med linjesckning, och dd hamnar i punkten [2’,y']T.
Med lite rardkning kan man visa att:

[@y) _ olo =12

flzy) (224 o0y?)(2? + 0%y?)

Anviind detta resultat for att visa att metoden konvergerar mot minimum for varje o > 0 och f6ér varje
startpunkt. Vad séiger o om konvergenshastigheten?

3. Hur fungerar Newtons metod for problemet i féregdende uppgift?

4. Lat B vara en kvadratisk och symmetrisk 2 x 2-matris. Bersikna gradienten och Hessianen av &' Bz.
Berikna gradienterna av ¢ % respektive 7 ¢, da ¢ dr en konstant kolonnvektor med tva element.

5. Berdkna minimum till minstakvadratproblemet
min | AZ — b|
x

genom att berdkna gradienten av normen i kvadrat (varfor kan man lika gérna se pa kvadraten?). Vad &r
Hessianen av |AZ — b|??
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Ovningar pa system av ODE

. Skriv om foljande ekvationer som forsta ordningens system: a) y” = t+y +3', b) v = 3" + ty, ¢)
y" =y" —2y' +y —t+ 1. Begynnelsevillkor i a) y(0) = 1,%'(0) = -1,ib) y(1) =1,¢'(1) = -1,y"(1) = 2
och i C) y(_l) = layl(_l) = _lay”(_l) =2

. Skriv om foljande system ekvationer (rérelse-ekvationer for ett tvakropparsproblem) som ett forsta
ordningens system:

{ y! = —GMy1/(y} + y3)>/?
¥y = —GMys/(y} + y3)>/

y1(0) = 1,31(0) = 0,y2(0) = —1,91(0) = 2. G och M &r kinda konstanter.

. Formulera Eulers metod fér problemet nedan och tag ett Euler-steg med steglingden h = 0.1. (u och v &r
skaldra funktioner av tiden t.)

{ v =tou" +u' { v(to)

3
| to = —2

u" =u—u +0? u(to) = 1,u'(to) = 2,u"(to) = 4

Ovningar pa PDE

. T'enkla fall kan man 16sa virmeledningsekvationen analytiskt. Hitta en 16sning pa formen u(zx,t) = q(z)r(t)
(separation av variabler) som satisfierar:

up(z,t) = cul(z,t), 0<xz <1, t>0,c>0
u(0,t) =0, w(l,£)=0, t>0, u(z,0) =sin(rz), 0<z <1
. Byt randvillkor till Neumannvillkor i ovanstaende Gvning
ul,(0,t) =0, ul(1,t)=0, t>0,
och tag begynnelsevillkoret
u(z,0) =3+ cos(mz), 0<z <1

Du kan #ven ta ¢ = 11 DE. a) Hitta en 1sning péa formen u(z,t) = konstant + g(z)r(t). I foregdende
ovning giller att u(x,t) — 0 nir ¢ — oo. Detta &r dock inte fallet i denna 6vning eftersom randvillkoren
ser till att inget “lacker ut” vid dndarna.

b) Visa, mer allmint, att initialmingden inte #ndras, dvs. att

/01 u(z,t) do = /01 f(z) dz

givet att u(z,0) = f(z). Ledning: integrera DE med avseende pa z och ¢ och utnyttja randvillkoren.

¢) Man kan anvinda detta resonemang for att forsta vad randvillkoren u,(0,t) = a samt u,(1,t) = 8
betyder. Man far vara lite forsiktig vid tolkningen eftersom dessa typer av Neumannvillkor normalt for-
muleras i termer av normalderivatan, Ju/0n, dir n dr det utatriktade normalen.

d) Hitta en 16sning pé formen p(t) + g(x), didr p och g &r polynom, och dir vi har fsljande randvill-
kor
u;v(O:t) =a, u;(lat) =4, t>0,

och begynnelsevillkoret

u(z,0) = az + ?, 0<z<1

f—a
2
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3. Bilden av bokstaven Z pa hemsidan visar en diskretisering (trianglar) av ett berikningsomrade som har
bade en inre (randen pa Z:t) och en yttre rand (rektangeln). Ekvationen &r Laplace ekvation och den inre
randen har den elektriska potential 1V och den yttre randen har potentialen OV. Losningen till ekvationen,
u(z,y), dr potentialen i det inre av omradet. Om man zoomar i 16sningen ser man att u varierar snabbt
dér Z har yttre horn. Snabb variation innebéir att lingden av gradienten av u ér stor. Denna gradient dr
den elektriska filtstyrkan och det dr vilkint att den #ir stor vid spetsiga foremal (spetsverkan).

Den numeriska metod som anvints foér att losa problemet dr adaptiv och forfinar nitet (mindre trianglar)
dér v varierar snabbt (dir |grad u| &r stor). Man kan se att nitet dr fint i vissa horn, men inte i alla.
Ett sétt att forsta varfor, dr att studera ett modellproblem. Vi loser Laplace ekvation pa en cirkelsektor,
déar &ppningsvinkeln, «, i skivan varieras. Det &r l&mpligt att forst skriva om ekvationen, uzs + tyy = 0,
genom att anvinda polira koordinater, x = r cos, y = r sin+). Ekvationen kan da skrivas

1 1
Upp + ;ur + 7._2“’/"/’ =0
Att visa detta dr en lite smajobbig 6vning. Testa om Du vill. Lat omradet, D, gesav0 <r < 1,0 < ¢ < a.

Visa att en 16sning till DE, i D, ar:
u(r, ) = r® cos(ar))

Randvillkoren far svara mot denna 16sning, dvs. u(r,0) = r®, u(r,a) = r® cos(a?), u(1,v) = cos(ar).
Studera hur w,(r, 1) uppfor sig fér sma r > 0 nér « varierar.

5 Losningar till system av ickelinjira ekvationer

1: Den generella formeln &r 251 = 5) — (J(##)))=1 f(3*).

-1
g a0 _ [ 2e0 207 (#”)” + (23" ~1
22" -1 (2§)2 - 2"

—1
b st =g _ | 200+ @) 3Vl (@) + 29 (@§)? — 9
6mgk):cgk) 3($§k))2 _ S(xgk))2 3(m§k))2:c§k) _ (xgk))3 _4

2: Lat matrisen ha elementen a = a1,1, b = a1,2 = a2,1 samt ¢ = as 2. Ekvationerna blir: a®>+2b2+c2—-118 =0,
ac —b% + 41 = 0 och ab®c — 392 = 0 och Newtons metod kan skrivas:

aj1 a 2;  4b; 2 | [ al+2b3+c3 118
bipr | = b [—| ¢ =2 a ajcj — bj + 41
Cj+1 Cj b?Cj 2ajbjcj a]'b? ajbfcj - 392

3: Newtons metod blir:

YUt | = | @ | — 3 27 log2 —3(20)2 320 29" — (z())3

Man kan givetvsi skriva xz; etc. i stdllet. Om man viljer nagra olika startpunkter kan man fi flera rotter.
Jag hittade foljande fyra: [—1.1456,2.0183,0.8500]7, [0.9641, —1.3348,1.4871]7, [0.2423,1.5272,1.5339]T och
[-0.0610, —2.4487,0.0531]T.
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4: Lat oss se pa 2 x 2-fallet. Vi har ekvationerna: a1121 + a1222 = by och as121 + asexe = by sé att Newtons

metod blir:
ng:“) _ mgj) _ [ ail a2 ]_1 auxgk) +a12x§’“) —b _ 339) _ i34 Hfgj) _ [ b1 ]
mgjﬂ) mg]) as1 G99 ammgk) + ammgk) — by wéﬂ) wgJ) b

Vilket blir A=1b. S& Newtons problem pa ett linjéirt problem loser problemet i ett steg. Foga forvanande ef-
tersom vi hirleder Newtons metod genom att approximera problemet med ett linjirt problem. Ar problemet
linjart fran borjan sa dr ju approximationen exakt.

6 Losningar till optimering

1: Minimum ges av = y = 0 eftersom funktionen &r en kvadratsumma. V f(z,y) = [z,0y]T. Om vi startar i
[0, 0] sd blir [z1,y1]T = [z0,y0]T — [0, 0y0]T = [0, (1 —0)yo]T, Allmént galler att [z, yx]T = [0, (1 —0o)*yo]T
och vi far konvergens nér |1 —o| < 1,dvs. d4 0 < 0 < 2.

2: Gradienten blir V f(z,y) = [z,0y]T. Linjesckningsproblemet blir da:

.1 2 2 1 2, 2 2,2
min - [(z — az)® + o(y — aoy)?] =min 5 [(a — 1)*2” + o(ao — 1)%y7]
Om vi finner minimum pé vanligt sitt blir
2?40y’
22+ o3y2

Nar det giller konvergensen far vi se pd tre fall. Om o =1 eller om 2 = 0 eller y = 0 sa far vi konvergens i ett
steg eftersom gradienten d& &r riktad mot minimum. L&t oss anta att ¢ # 1 och att zy 0. Om 0 < o < 1 s4
galler att:

@) olo -1ty oo — 1 Lol o

o) - @)@+ (@ 0w S o S
Om 1 < o si giller att:

fa'y) _ olo-1)%%"  _ oo —1)° ole =12 _ . _

o ~ @rod@+oy®) - Ao/ @hE+oh < o8 - 0ol <!
I bada fallen géller alltsa (for olika 7):

OSf(ﬂﬁ,y) <r<i1
f=z,y)

Sa om #®) k = 0,1,2,... betecknar iteranderna giller tydligen f(z)) < 7f(z@), f(z?) < (™) eller
allmént f(z®) < 7% f(29)). Eftersom funktionen &r ickenegativ och har entydigt minimum sé méste di gilla
att f(z®) = 0 dvs. att z*) — 0.

Vi ser att konvergensen blir snabb om ¢ = 1. Vi kan fi ldngsam konvergens om o avviker mycket fran ett.
Detta svarar geometriskt mot att funktionens nivakurvor dr utdragna ellipser. Gradienten &r ortogonal mot
nivakurvan som gar genom den aktuella punkten vi befinner oss i. Detta gor att negativa gradienten kan bli
niistan ortogonal mot riktningen som vi borde ga i (riktningen mot minimum).

och Hessia-
]T

3: Newtons metod konvergerar i ett steg oberoende av vilken startpunkt vi har. Vf(z,y) = [, oyt

nen blir diagonalmatrisen H = diag(1, o). Detta medfor att Newtonsokriktningen blir —H 'V f(z,y) = —[z,y
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sd att [2,y]" — H-'V f(z,y) = [0,0]".

4: Om vi arbetar med 2 x 2-matriser far vi

T b b T
JITBII} = [ 1 T2 ] [ bl’l b1’2 ] [ ! :| = bl’le + bl,z.’L'lIL‘Q + b2,13}1.'112 + bzg.’L‘%
2,1 2,2 T2

Gradienten blir saledes:
221011 + (bi,2 + ba1) o

~T P
Ve B = |: (b1,2 + b2,1)$1 + 2b2’2$2

] = 2Bj
da B dr symmetrisk (om detta inte #r fallet sa blir gradienten (B + BT)#). Hessianen utgors av andraderivatorna
och blir tydligen:

j7 [ 2b1 1 bi2+ b1

=2B
bi2 + b1 2bs 2 ]

Jamfor det skaldra fallet, déir derivatan av fz? #r 28z och andraderivatan blir 23.
Gradienterna av ¢ # och #7¢ blir & i bada fallen.

5: Istillet for att minimera |AZ — b|, kan vi minimera |AZ — bJ3. Anledningen till att detta fungerar &r att
funktionen (normen) dr ickenegativ. Antag allmint att vi vill minimera f(Z) ddr vi vet att f(Z) > 0 for alla Z.
Om Z* &r ett minimum (fér f) kommer det #ven att var ett minimum for funktionen f2(%) ty om f(%) < f(%)
sa galler f2(z) < f?(). Ovanstdende &r inte sant om vi tilliter f att vara negativ. Tag t.ex. f(z) = z som
saknar minimum, f2(z) = z? har ju diremot ett globalt minimum. Det récker inte heller att f har ett globalt
minimum. Tag t.ex. f(z) = 22 — 1 som har ett globalt minimum (z* = 0), men som inte &r ickenegativ. f2(x)
har nu z* = 0 som lokalt maximum och z = %1 &r lokala minima till f2 (men de &r ju inte minima till f).

|AZ — b2 = (A% —b)"'(Az —b) = 3T AT Az — 7 ATb — bT A +b"b =
T AT Az — 22T ATh+ b7
V|Az — b2 = 24T Az — 2ATh = 2(AT Az — ATD)

vilket vi kéinner igen som normalekvationerna. Hessianen blir 247 A som &r positivt semidefinit.

7 Losningar till ODE

1: Allmént giller att en ekvation av n-te ordningen ger upphov till ett system av n forsta ordningens ekvationer.
a) Sitt u; = y och up = uj = ¢'. Vi far systemet:

u) = uo u§°>:1
u’2=t+u1+u2 ’ ugo):—l

b, ¢) Sétt u; =y, us = uj =y’ och uz = uh = y". Vi far systemen:
Y 1 2

uy = up ul® = uy = Uy ul® =1
uy = us d u;o) =-1, uy = u3 ) ué‘” =_1
uf = ug + tug u§0)=2 uy =ug—2uz+u; —t+1 u§0)=2

Notera att dessa system borjar pa samma sitt. Det dr den sista differentialekvationen i systemet som innehaller
den ursprungliga ekvationen av hogre ordning.
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2: Den allminna regeln #r foljande. Om vi har s stycken system med ordningarna ni,ns,...,ns si ger det
upphov till ett system, av forsta ordningens ekvationer, av ordning ny + na + - - - + ns. Sa i detta fall skall vi fa
2 4+ 2 = 4 ekvationer. Vi infér funktionerna u; = y1, us = uj =y, us = y2 och uy = uf = y4. Vi far systemet:

uy = us ugo) =1
u:2 = —GMuy /(u} + u3)*/? ug; =

Uz = Uq ’ ug’ = -1
uly = —GMus/(u3 +u3)3/? w® =9

3:Infor yy =v, Y2 =u, ys =yhp =u' samt ys =y = u

Sa

)
(1)

(1)

vi"

v
(0
0

v

+h

"', Systemet Gvergar i:

Y1 = ty1ys +ys3 y1(=2)=3
y'z =Y3 yz(—Q) =1
Ys = Ya ’ y3(—2) =2
Yi=1Yy2 —ys + i ys(—2) =4
toy Vs + 4 3 _2.3.442
{0) 1 2
y(o) = 9 + 0.1 4
4
0 0 0 — 2
0 — O 4 ()2 4 1-2+3

0.8
1.2
2.4
4.8

8 Losningar till PDE

1: Vi deriverar och far

o' =cqd'r=r'r=cq"/q, (r(t),q(z) #0)

Eftersom r beror av t och ¢ av z sa maste r'/r = —¢; = ¢ ¢"'/q, dir ¢; &r en konstant (minustecknet kommer
sig av att vi tror att 7/(t) < 0 och vi vill ha ¢; > 0). Vinsterledet beror ju av ¢ och hogerledet av z och det
giller for alla t, z (r(t), ¢(z) # 0) Vi l6ser nu dessa ordinira DE och far:

r(t) = coe™'t, q(z) = czsin(y/c1/c x) + cscos(y/e1/c x)

Ca2,C3,C4 Ar konstanter. Sa en 16sning dr

u(1,t) =0 ger:

u(z,0) = sin(wz) sa det ger

S4, ¢; = w%c och

u(z,t) = cpe™ [03 sin(y/c1/c x) + cacos(v/e1 /¢ x)]

Vi bestimmer nu konstanterna med hjilp av rand- och begynnelsevillkor. «(0,¢) = 0 ger:

0=coe ey =4 =0
0= coe “tegsin(y/ei1/c 1) = Vel Je=k T
sin(rz) = caczsin(km ) => s =1, k=1

u(z,0) = eemt sin(mz)
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2: Vi testar med u(z,t) = konstant + ¢(z)r(t) och far, med samma teknik som ovan:
u(z,t) =3+e " cos(m:)

b) Integrera u; = ul),. T > 0 dr en godtycklig tid. Férst dubbelintegralen av u:

/01/0T uy(z,t) dtde = /01 [u(z,t) iig dr = /01 u(z,T) — u(z,0) dz = /01 u(z,T) — f(z) dz

Men det giller dven:

T
// »(2,1) dtd:z:—/ / »(z,t) dedt = // [u, (z,t)],_ 0 dxdt = / ul(1,t) — ul,(0,t) dt =0
0

Alltsa giller att

1 1 1
/ u(z,T) — f(z) de =0 eller / u(z,T) dx = / f(z) dz = konstant
0 0 0

och T ar ju godtycklig.
c¢) Vi anvinder hirledningen ovan och far:

T T
/ L (1,8) =l (0,8) dt:/ B—adt=(8-a)T
0 0
sd
/ u(z,T) — f(x) dm:(ﬂ—a)T=>/ u(z,T) dm:/ f(z) dz + (8 — &)T = konstant + (8 — )T
0 0 0

S4 om 8 < « sa avtar fol u(z,t)dz med tiden, om B = « dr den konstant och om 3 > « si 6kar den. a < 0
betyder att det tillférs virme fran vinster, 8 > 0 betyder att det tillfors virme fran hoger.

d) Vi bérjar med begynnelsevillkoret:

u(z,0) = p(0) +q(a) = aw + 7 %2
sa att q(z) = ax + ﬂ%‘le — ¢ dir ¢ = p(0) dr en konstant. DE ger
ulmlz = q"(a:) = ,3 -« :>p(t) = (IB - Ot)t +c, ty ua:a: = U’)If = pl(t)

Losningen har dirfor utseendet;:

pt)+q(z) =B —-a)t+c+az+ > —c=(—a)t+az+

B—a 4, B—a 4
2 2 7

Vi ser slutligen att randvillkoren #r satisfierade.

3: Hirledning av DE kommer sist. Vi testar med u(r,¢) = r® cos(a):
1 1 a—2 1 a—1 1 [ 2
Urp + Sur + Uy = ala — 1)r* % cos(a)) + ~ar cos(ap) + i (—a”) cos(ar)) =

% cos(arp) [a(a — 1) + o —a®] =0
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Sa u satisfierar DE. Nu till r-derivatan av 16sningen:

ul (r,) = ar®™! cos(a))

Sé om a < 1 & 57.3° si har derivatan, ] en singularitet for r = 0 (dvs. ul.(r,9) — oo nir r — 0). Féltstyrkan
ar stor 1 detta fall. Ju spetsigare vinkel desto snabbare varierar u). Om « > 1 s dr u,. begrinsad for 0 <r < 1:

lul.(r, )| = |ar°"1 cos(a¢)| <a

Sa spetsiga vinklar ger problem, men trubbiga vinklar ér ofarliga.
Nu till hirledningen av DE i polira koordinater, jag struntar i prim och later ¢ = cos1, s = sin. Notera att
med dessa beteckningar ar z, = ¢,y, = s samt zy = —7s,yy = rc. Vi far:

Up = UgTp + UyYr = ClUy + SUy

2 2 2 2
Upp = C(UggZr + UgylYr) + $S(Uyz Tr + UyyYr) = CoUgg + CSULy + CSUyy + §“Uyy = C Ugy + 2CSUzy + S Uyy

Uy = UgZyp + UyYyy = —TSUg + T'CUy
Nu lite kortare (utan alla mellanled):
Upy = —T[CUg + 8[Ugz (—78) +UgyTc]| +7[— 85Uy + [ty (—T8) +uyyrc]] = —r[cuy +suy] +72[8Uge — 28CUZy + Uy
Sa
T_z[u’/”// + rup] = 8%Ugy — 25CUgy + gy
Slutligen

1
2 2 2 2
Upr + — [Ugpyp + TUr] = CUgy + 208Ugy + $7Uyy + § Uz — 25CUZy + C Uyy = Ugy + Uy
r
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