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MVEO041: Flervariabelmatematik
Uppgift 1. (a) Nar man nirmar sig till punkten (2, 1) lings den vagrita linjen y = 1, sa

x—1 x—1 1 .
= — = S > — =400 ddx — 2.
R (x—-2) ot

xX+y—2
x?—y?—4x+2y+3

Nir man narmar sig till punkten (2, 1) ldngs den lodrita linjen x = 2, sa

xX+y—2

1
— Y Y — — =-00 day— 1.
xX—y° ' —4x+2y+3

o YEH2y-1 —(y-1?% 0"

Det innebdr att olika linjer leder till olika grinsvirden och sa existerar det givna griansvardet inte.

(b) Ndr man nirmar sig till origo ldngs raka linjer y = kx, ddr k € R, s& fas

6k%x” + 3k4x“ﬁ 2+ 1
1
y=kx X%+ 3k2x?

2+ 6k? +(1+3k")x*>  2+6k? .
= — =2 dax —o0.
1+ 3k2 1+ 3k2

6y* + 3y* + 2x* + x*
x? + 3y

Om grinsvardet existerar, s dr dess virde lika med 2. Lat oss da uppskatta
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-2l = < +
x% + 3y? x% + 3y? x2+3y?|  [x%+3y?
2 2
x 3
x% + 3y? x% + 3y?
~——— —
<1 <1

vilket konvergerar mot 0 dé (x, y) — (0, 0). Saledes existerar det givna griansvardet.

Uppgift 2. (a) Linjdriseringen ges av L(x,y,2z) = f(1,2,3) + Vf(1,2,3) « (x - Ly — 2,z — 3).

f(1,2,)=1+1-2-¢""2% =2,
V£(x,y,z) = 3x* +y,x + ze' Y%, ye' V%),
V(A,2,3)=(3-1*+2,1+ 1 77%°,2¢"7%9%) = (5, 3,2).

Séledes

L(x,y,2) =2+ (5,3,2) e (x - L,y—2,z2—3) =5x + 3y + 2z — 7.

(b) Riktningsvektorn behover normaliseras. Da [|(2, =1, —=2)|| = /2% + (=1)2 + (=2)? = V9 = 3,
latv = %(2, —1, —2). Riktningsderivatan kan berdknas m.h.a. skalarprodukten.

VF(2,1,1)=(G-2°+1,2+ 1" M, 1) = (13,3,1), sS4

Dyf(2,1,1) =Vf(2,1,1)ev=(13,3,1)« },F. F) =8 -31-2=2 =7.



Uppgift 3. Definitionsmingden dr en sammanhingande kompakt mingd i R® och funktionen f
ar kontinuerligt, vilket innebdr att f antar sina extremvérden pa D . Extremvédrdena inuti omra-
det (sned ellipsskiva) bestims genom att hitta stationdra punkter av f. Extremvirdena p4 randen
(sned ellips) finnes m.h.a. Lagrange-multiplikatorer.

Stationdra punkter inuti: Vf = (2x, 2y) blir nollvektorn da (x,y) = (0, 0). En kandidat for ett ex-
tremvirde 4r alltsd £(0,0) = 0% + 0% = 0.

Lagrange multiplikatorer pd randen: Bivillkoret beskrivs av ekvationen g(x,y) = 0, dér g(x,y) =
3x% + 2xy + 3y* — 16. For att bestimma var vektorerna V f = (2x, 2y) och Vg = (6x + 2y, 2x + 6y)
ar linjart beroende, sa racker det att 16sa ekvationen det (g]; ) =0:

2x 2y 2 3 2N a2 a2 ~
det(6x+2y 2x+6y)_4x +12xy — (12xy + 4y°) = 4x° — 4y” = 4(x + y)(x — y).

Fall 1: x = y i bivillkoret ger 3x2 + 2xx + 3x? — 16 = 8x% — 16 = 0, vilket I6ses av x = y = +V2. S&

far man tva kandidater: f(v2, V2) = 4 och f(-V2,-V2) = 4.

Fall 2: x = —y i bivillkoret ger 3x? — 2xx + 3x* — 16 = 4x* — 16 = 0, vilket I8ses av x = —y = +2.
S far man tva kandidater: f(2,-2) = 8 och f(-2,2) = 8.

Svar: Minimumet dr f(0,0) = 0 och maximumet dr f(2,-2) = f(-2,2) = 8.
Uppgift 4. Man ska berikna partiella derivator av u m.h.a. kedjeregeln:

0 0 0
a—Z:yzD1f+azsz, B_ZZXZD1f+bZD2f och a—Z:f+ZzD2f.
Nir dessa sdtts in i PDE:n, sa f&r man

VL = x(yzD1f + azDyf) — y(xzD; f + bzD, f) — (6x + 2y)(f + 2zD, f)
= (—6x —2y)f + (axz — byz — 12xz — 4yz)D, f

by — ax a b
=T A (_§x+ Ey)f'
Uppenbarligen dr VL = HL (oavsett f) dda = 12och b = —4.

HL

Uppgift 5. Nir man utgdr fran det foreslagna variabelbytet x = rcos® 6 och y = rsin®0, sa
olikheten v/x +4/y < 1ger \r cos® 0 +/r sin” 0 = \r < 1. Samtidigt ska det gélla att r cos* 6 > 0
och rsin*@ > 0. Saledes r € [0,1]. Man har en bijektiv avbildning mellan (x, y) och (r, 0) d&
0 €[0,Z]tyr = (vx + v)? och 0 = arcsin(y"/*/(vx + y§)*/*). Funktionaldeterminanten blir

cos*® —4rcos® Osin
sin*@  4rsin® 0 cos 6

det J = det ( ) = 4rsin® 0 cos® 0 + 4r sin’ 6 cos® 0
= 4rsin® 0 cos® O = 4r(sin> 6 — sin> 0) cos 6 .

Variabelbytet i sjdlva integranden ger

\/\/J_C+\/_ :\/Wc0529+\/?sin29 :ﬁ:rl/4.

Nu dr man redo for att berdkna den givna integralen.

1 /2
//\/\/)_c+\/§ dA:/ / r'/4 . ar(sin® 0 — sin® 6) cos 0 dO dr
D 0 0

_4[r9/4]1 [sin49 sin69]ﬂ/2_16 (1 1) 6 1 4

9/4 4 6

4 6

r=0 0=0 9



Uppgift 6. Integrationsomradet ligger mellan tva sférer, s& man kan férvinta sig att sfariska ko-
ordinater blir limpliga. Satt alltsa

x =rcosfOsing r>0
y =rsinfsing -T1<0<m det J = r’sin¢
Z=7rcosg <<

ddr intervallen for variablerna r, 6 och ¢ ska begransas m.h.a. olikheterna som beskriver kroppen.

1<x*+y*+22<4 & 1<rf<4 = reln2)],

z2\x2+y? © rcosp>rsing & cosp>sing = e €0, %],
x>y & rcosfsing >rsinfsing & cosf>sinf = 0e[-Z I]

4 41

Integranden 1/(x* + y? + z?) blir 1/r* vid variabelbytet. Saledes

dv 2 /4 /4 .2
f// 4 :/ (/ (/ r sm(/) d@)d@)df”—/ d”/ d9/ sing de
DXty +z 1 \J-37/4\Jo 3n/4

[ ] [9]71/4 [ cos(p] =1-7- (T\/z + 1) (2—\/_)7I

=-3r/4

Uppgift 7. (a) Man kan hitta en potentialfunktion ® (sddan att V& = F) genom att integrera
komponenterna av vektorfaltet och derivera de uppkomna funktionerna flera ganger.

D (x,y,2) = Fi(x,y,2) = ye™y + z

= O(x,y,2) = /yexy +zdx =Y + xz + ¢g(y, 2);

= O (x,y,z) =xe™¥ + gy(y,z) och @) (x,y,z) = Fax,y,2) = xe™¥ +z

= Jw2)=z = 4g@y.2)= /zdy =yz + h(2)

= O(x,y,2) =Y +xz+yz+ h(z)

= & (x,y,2)=x+y+h(z) och ¥x,y,z)=F(x,y,2z) = e +x+y
= H@=—0 = h(z):/lizZZ dz =1In(1+2%) + C

= O(x,y,z) =Y +xz+yz+In(1+2%)+C.

Den sokta potentialfunktionen dr ®(x,y,z) = ¥ + xz + yz + In(1 + 2%) + C,ddr C € Riéren
godtycklig konstant.

(b) Eftersom filtet F har en potentialfunktion, s& kan den givna kurvintegralen berdknas som
skillnaden mellan funktionsvirdena av potentialen i kurvans dndpunkter. Kurvans startpunkt ar
r(0) = (0,1, —1) och dess slutpunkt dr r(1) = (2,0, 1).

/ F(x,y,2) » dr = &(r(1)) — B(r(0)) = ®(2,0,1) — &(0, 1, ~1)
C

=e’+2-140-1+In(1+1%) - (> +0-(-1) +1- (1) + In(1 + (-1)%))
=1+24+0+In2-(14+0-1+1n2)=3.



Uppgift 8. (a) Enligt definitionen av divergensen och produktregeln dr

) 0 0 0 of 0g
F = — —_— —_— = — - —_
div 0x(fg) " 8y0 " 620 ox I " 0x

// dideV:# F - ds,
K 0K

_ M awveav = (IT(%L %9
VL_//KdIVFdV_///I;((?x g+ f Bx)dv och

Ny

fg
HL:# F-ﬁdS:# 0]« |Ny|dS= fg Ny dS.
0K 0K 0 Ny 0K

Det kvarstar att flytta Gver /f i fxgdV frén VL till HL, vilket ger den efterfragade likheten

] #5.av = sonvas- [J] gigav.
0

(b) vektorfiltet G = ( f g) i divergenssatsen ger /f e fa,dvV = #ﬁK fgN, dS— //  fy9dV, medan
0

Divergenssatsen ger

ddr

0

vektorfiltet H = ( 0 |idivergenssatsen ger //K fg.dV = #81( fgN,dS — /fK flgdv.
fg

Uppgift 9. Man kan dra fordel av Stokes sats ty

Dy -Xx-y+z -1—(-1) 0
curlF =|Dy x| x+y—-z|=| 1-1 |=]0].
D, X-y+z 1-(-1) 2
Den del av hyperboliska paraboloiden z = x* — y* som ligger inuti cylindern x* + y*> < 1 blir en

ldmplig yta for Stokes sats. Ytan ska betecknas Y. Den kan parametriseras med hjilp av avbildning-
en (x,y) — (x,y,x* — y*) ddr variablerna x och y ligger i enhetscirkelskivan (som ska betecknas

med D). Normalvektorn blir
1 0 —-2x
N=|o|x| 1 |=]|2y]|.
2x -2y 1

Den pekar uppat vilket stimmer 6verens med kurvans orientering. Saledes

ﬁF.dr://YwﬂF.ds://D(g) . (;j;‘)dA

= // 2dA = 2 - arean av enhetscirkelskivan = 2.
D

Anmdrkning: Istdllet for att anvanda Stokes sats, s& gar det ocksa bra att berdkna kurvintegralen
genom att parametrisera kurvan C med r(t) = (cos t,sint, cos? t — sin’ t), dir t € [0, 2x].



