Losningar for tenta i MVE045 Matematisk analys 2017-10-27 kl. 08:30-12:30

1. (a) Pa grund av den forsta logaritmen maste alla eventuella l6sningar x vara
(strikt) storre dn noll. Absolutbeloppet i den andra logaritmen gor att vi far
dela upp undersokningen i tva fall.

Fallet 1 — 2z > 0: Ekvationen blir 2Inx — In(1 — 2z) = 0, och vi far
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Hir dr £ = —1 — /2 en falsk 16sning, medan = —1 + /2 duger.
Fallet 1 — 2z < 0: Ekvationen blir 2lnx — In(2z — 1) = 0, och vi far
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vilket fungerar i ursprungliga ekvationen.
Svar: Losningarna dr = v/2 — 1 och = 1.
(b) Vi bérjar med att kvadratkomplettera polynomet i vinsterledet:
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Lat nu w = z — 33 = a + bi. Eftersom (a + bi)* = a® + 2abi — b* = —1 far
vi, genom att identifiera realdel respektive imaginirdel, att a?> — b*> = 0 samt
2ab = —1. Det méste dven gilla att |w|> = | — £|, vilket ger att a® + b* = 1.
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dér 2ab < 0 informerar oss om att a och b maste ha olika tecken. Mojliga w ar
darfor w; = % — % och wy = —% + %, vilka i sin tur ger losningarna z; = 2 + ¢
och z5 = 1+ 2.

Svar: Losningarna ar z; = 2+ 4 och zo = 1 + 24.

2. (a) Vi forlanger med konjugatet, och far darvid
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Eftersom V22 = |z| far vi, om vi fortsétter,
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Svar: Gransvardet ar 1.

(b) Sitt f(t) = v/I+ 2t = (1 + 2¢)2. Vi far da att
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fi(t) = ;(1+2t)% 2 = f(0)=1, och
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Detta innebér att /1 + 2¢ = 1+t — 262+ By (¢), dir Bi(t) ar begrinsad néra
t = 0. P4 motsvarande sitt far vi att e = 1+ ¢ 4 $t* + t*By(t) for nagon
funktion Bs(t) som &r begrénsad néra ¢t = 0.

Det efterfragade gransvirdet kan nu berédknas:
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Svar: Gransvardet ar 2.

3. Analysens huvudsats siger att om S(z / —dt sa ér S'(z) = li Eftersom
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Svar: Derivatan blir f'(z) = ]
nx



4. (a) Integranden &ar en rationell funktion, och téljarens gradtal &r ldgre &n nam-
narens. Vi kan alltsa direkt borja faktorisera ndmnaren och ansétta lampliga
partialbrak:
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Genom att identifiera koefficienter far vi
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Detta visar att integralen ar konvergent.
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Svar: Integralen &r konvergent, och har vardet / 4T
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(b) Vi utnyttjar trigonometriska ettan och far
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5. Ekvationen ar linedr, vilket innebéar att allmédnna l6sningen kommer att vara pa
formen y(z) = yup(x) + yp(x), dér y,(z) ar allménna 16sningen till motsvarande
homogena ekvation och y,(x) dr nagon (vilken som helst) partikulérlésning till ur-
sprungliga ekvationen.

Vi bestammer y,,(x) genom att finna rotterna till karakteristiska ekvationen:
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Vi far darfor yp,(r) = cre™® + c2e?® for godtyckliga konstanter ¢;, co € R.



Som partikulérlésning ansétter vi y,(z) = z(z)e™* f6r nagon funktion z(x) som vi
strax skall bestdmma. Ansatsen ger

och
yy(x) = 2"(x)e™ = 2/ (z)e™ = 2(x)e™" + z(x)e™"

= (2"(z) — 22/ (x) + z(x))e™™.

Inséttning i ursprungliga ekvationen, {6ljt av division med e™* # 0, ger

(2"(z) — 22" (z) + 2(x)) — (Z'(z) — 2(2)) — 22(z) =1 & 2"(z) — 32/ (z) = 1.

Vi kan exempelvis ta z(z) = —%. En partikuldrlosning blir da y,(z) = —%e™".

Svar: Allménna lésningen dr y(x) = cie™® + cpe®® — e "



