Losningar for tenta i MVEQ45 Matematisk analys 2017-12-19 kl. 14:00-18:00

1.

(a)

Méngden A bestar av alla z mellan (och inklusive) cirklarna med medelpunkt
i origo och radier 2 respektive 3, och &r markerad med rott i vénstra figuren
nedan. Méngden B bestar av alla z vars argument ar minst —% och som mest
och &r markerad med gront. Mangden C' bestar av alla z vars realdel ligger i
intervallet [—1, 1], och &r markerad med blatt i den vénstra figuren nedan.
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Méngden AN (B U C) bestar av alla z som finns i A och i nagon av de andra
méngderna. Med hjilp av den vénstra figuren ovan kan vi nu se hur AN(BUC)
ser ut, och denna méangd dr markerad med svart i den hogra figuren ovan.

Svar: Se den hogra figuren ovan.

Tydligen maste x > 1 och x # 5, annars &r inte logaritmerna definierade.
Absolutbeloppet i den andra logaritmen gor att vi far dela upp understkningen
i tva fall.

Fallet 5 — x > 0: Ekvationen blir 2In(z — 1) + In(5 — z) = In(2z — 2), och vi

far
2In(z — 1) +In(5 —z) =In(2z — 2) &
2lIn(zx — 1)+ In(b—2) =2+ In(z—-1) &
In(x—1)+In(5—-2)=h2<
)

In((z—-1)(5—2)) =h2<
(z—1)6—2)=2%
—2*+6r—-5=2%

P —6br+T7=0&
r=3+2,

dar bada losningarna uppfyller alla krav och fungerar i den ursprungliga
ekvationen.



Fallet 5 — z < 0: Ekvationen blir 2In(x — 1) + In(x — 5) = In(2z — 2), och vi
far 2In(z — 1) +In(z = 5) = In(2z — 2) &
2In(zx — 1)+ In(z —5) =In2+In(z - 1) &
In(zx —1)+ln(zr —5) =2 &
In((z —1)(z —5)) =n2 <
(x—1)(z—-5H)=2<«
7’ —6r+5=2«
2’ —6r+3=0&
z =3+ 06,
men hir uppfyller endast z = 3 + /6 alla krav (x=3-— V6 uppfyller inte
5 —x < 0, och &r alltsa en falsk rot).

Sammantaget har vi de tre 16sningarna = 3 + /2 och z = 3 + /6.
Svar: Losningarna ar x = 3 + V2 och z = 3+ V6.

2. (a) Det &r bara ndmnarens nollstillen som inte ingar i Dy. Inséttning av z = % i
ndmnarpolynomet ger

1\3 1\2 1 6 7 9
- Y —9(Z)r2=- 4+ L T 41900
6(3) +7(3) -9(3) +2=g+ -5 +2=0

o . . 1 o 1
D& namnaren blir noll for z = 7 maste 5 ¢ Dy.

Enligt faktorsatsen ar x —% en faktor i namnarpolynomet, och polynomdivision
med denna ger

622 + 10z — 4
r—1) 62 +72% —9z+2
— 623 + 322
1022 — 9z
— 1022 + 5z
—4dx 4+ 2
dr — 2
0

Nollstéllena till 622 + 102 — 4 ges av x = —% + % + % = —% + %, och alltsa
i Dy~ B\ {1,-2,1}.

Svar: Dy =R\ {%, -2, %}
(b) Vi vet redan att ndmnaren blir noll for = 3, s& att f dr odefinierad dér. Vi
behover undersocka taljaren, och insdttning av x = % 1 denna ger

1\4 1\3 1\2 1 1 3 6 12 8
R OREO OO REE e S B
2+32 32+32 8+8 8+880
Vi kan alltsa forkorta bort en faktor x —% i bade téljaren och ndmnaren. Nar vi
vél forkortat bort x — % kommer vi att kunna sitta in z = % i det kvarvarande

uttrycket, och dérfér kommer lim f(z) = lim, f(z), och vi behover alltsa
m%%i x%%

bara berdakna det ena.



Om vi delar téljaren med x — % far vi
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0

vilket innebéar att
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lim f(z)= lim z* + 3x° — 3x° + 3x _

rsd” P 6x3 + T2 — 9z + 2
) (x—%)(—2x3+2x2—2x+2)
= lim : =
esi” (:1: — 5) (6x2 + 10z — 4)
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Svar: Grénsvirdena dr lika, och lim f(r) = lim f(z) = 5

z—1 a1
(c) Ja, eftersom hoger- och vénstergransvirdena for = % dr lika (och &ndliga)
kan vi definiera
f(z) omz e Dy
g(x) = {1 o
5 om xr = 2

som blir kontinuerlig pa Dy U {%}

3. (a) Viborjar med att konstatera att vi har att gora med en rationell funktion, dér
téljarens gradtal ar ldgre &n ndmnarens (vi slipper alltsa utfora polynomdivi-
sion). Faktorisering av integrandens ndmnare ger

gt 4+ 20 + 2t = 2 (2P 4 22+ 1) = 2P (w + 1)
och en lamplig partialbraksansats ar darfor
224+ 2241 A B C D

x4+2x3+x2:;+x2+x+1+(x+1)2 -
Az(z + 1)+ B(z +1)* + C2*(x + 1) + Da?

x2(x + 1)?
A(z® + 222 + 2) + B(z* + 2z + 1) + C(2® + z*) + Dz?
22(x 4 1)2 ’




Genom att identifiera koefficienter far vi
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(b) Vi anvédnder skivformeln,

b
V= 7r/ f(z)? dx,

som ger volymen V' av den rotationskropp som uppstar mellan x = a och x = b
da kurvan y = f(z) roteras kring z-axeln.

Med kurvan och grianserna i uppgiften blir volymen

27 27
V:7r/ (:L‘—Sinl')Qd.T:W/ (2° — 2zsinz + sin’ z) do =
0 0

27 27 27
=7T/ ZL‘2de‘—27T/ xsinxdm—i—w/ sin? zdr =
0 0 0

3 2

2m . T 1 —cos(2
:ﬂ[%h—%r([—xcosxﬁ —/O—Cosxdx)—l—ﬂ/o de:

] 4 - in(2 2m

- = o 2 [sna]) w5 - T o
gt gt

=%+47T2+7r2=%+57r2.

4
Svar: Volymen ar V = % + 57,

4. For att forenkla notationen réknar vi dimensionslost. Lat avstandet fran @) till R
vara x. Enligt Pythagoras sats ges da avstandet fran P till R av /1002 + 22, och
avstandet fran R till S ges av 500 — z. Funktionen

500 —
T(z) = VI00% + 22 + 29“", 0 <2 <500

ger tiden (som funktion av x) som det tar for personen att ta sig fran P till S.

Funktionen T'(x) ar kontinuerlig och definierad pé ett slutet intervall, sa den har
garanterat ett minsta (och forstas dven ett storsta) virde. Detta antas antingen i



en inre stationdr punkt eller i intervallets &ndpunkter (singuldra punkter saknas, da
funktionen &r deriverbar i intervallets inre). I d&ndpunkterna har vi

T(0) = 350
och

T(500) = v/1002 + 5002 = 100v/26 > 500 > T(0).

Eventuella stationdra punkter ar nollstallen till derivatan
T’(x): T _1:(2x—\/m)
V1002 + 22 2 2v/1002 + 22
och vi ser att derivatan &ar noll precis da
2 — V1002 + 22 = 0 & 22 = V1002 + 22 =
100v/3

322 =100> = ¢ = T

I denna enda stationdra punkt ar

2 1003
500 — ==
T(lO(;:/g) _ \/1002+ (100\/§> n - 3

3
1 50v/3
:\/1002+§'1002+250_Tf
200 50v/3
:—+250——f:250+50\/§.

/3 3

Eftersom 250 + 50v/3 < 250 + 50v/4 = 350 antas funktionens minsta virde d&
o — 100V3
3

Svar: Punkten R skall viljas meter (cirka 57.7 meter) fran Q).

. Problemet ar ett begynnelsevirdesproblem bestaendes av en lineér forsta ordningens
differentialekvation tillsammans med ett begynnelsevillkor. Vi anvinder metoden
med integrerande faktor for att hitta allménna losningen till differentialekvationen,
och anpassar sedan (om mojligt) eventuella konstanter som dyker upp si att be-
gynnelsevillkoret uppfylls.

T

Integrerande faktorn kan véljas till e, och denna multipliceras pa bada sidor i

differentialekvationen for att ge

d
ey —e Tty =re " & d—(e_zy) =re ¥ e Ty = /xe_% dz.
x

Multiplikation med e* pa bada sidor, foljt av berdkning av integralen, ger

1
y(l’) = em/xe—m: dx = ex( — g@_zx _ / _56—2x d{L’) _

1
:€x<_ge—2x_ze—2m+c>:_ 1 6—:v+cv€x
Begynnelsevillkoret ger nu att 0 = y(0) = —% + C & C = 1, och alltsa blir
y(l’) — ieac o 122236_30.
1 142
Svar: Enda l6sningen ér y(z) = —e® — T

4 4



