Losningar for tenta i MVEQ45 Matematisk analys 2018-08-28 kl. 08:30-12:30

1. (a)

Vi borjar med att kvadratkomplettera polynomet i vansterledet:

241\2 241\2
2 (24i)z+3+i=0 <z— ‘2H) —( —2m> 134i=0%
2410\ 1 241\2 9
— (4t 4i—1  — (— ):——.
(z 5 ) 4(+z J+3+i=0& (2 5 1
Lat nu w = z — 2 = a + bi. Eftersom (a + bi)? = a® + 2abi — b* = —9 far
vi, genom att identifiera realdel respektive imaginirdel, att a® — b% = —% samt
2ab = 0. Det maste dven gélla att |w|> = | — 3|, vilket ger att a* + b* = §. Nu
blir 9
a’? — b =-—= 20> =0
9 a= 0
Yelw==«o
a® + b = 1 2 b:i;.
2ab= 0 2ab=0
Mojliga w éar déarfor wy; = % och wy = —%, vilka i sin tur ger losningarna

21:1—|—2’iOCh22:1—7:.

Svar: Losningarna ar z; = 1+ 22 och 29 =1 — 4.

P& grund av absolutbeloppet borjar vi med att ta reda pa nir 22 — 2z > 0
respektive nar 22 — 2z < 0. Vi ser att z°> — 2z = z(x — 2) véxlar tecken d&
x =0 och d& o = 2, och genom att satta in valfritt annat z-vérde (exempelvis
x = 1) ser vi att 22 — 22 < 0 precis d& 0 < z < 2, och att 2% — 2x > 0 for
ovriga x. Vi undersoker de tva fallen separat.

Fallet 0 < x < 2: Ekvationen blir —2? + 2z + 2 — 2 =0, och vi far
—? 2+ -2=0c2-32+2=0<z=1cller v =2,

dér dock = = 2 &r en falsk rot (ligger utanfor intervallet 0 < x < 2).
Ovriga x: Ekvationen blir 22 — 2o + 2 — 2 = 0, och vi far

??—x—-2=0c2=—1c¢llerz=2,

som bada ar giltiga 16sningar (ingen av dem ligger i intervallet 0 < = < 2).
Sammantaget har vi de tre l6sningarna x = —1, x = 1, och x = 2.

Svar: Losningarna dr x = —1, x = 1, och x = 2.

Lat f(z) = In(1 4 2z) och g(x) = /1 — 4z. Maclaurinpolynomen ges av

foH(Q)

£0) +25'(0) + =

respektive
$29”(0)

9(0) + 24/ (0) + =L




Derivering och insattning av x = 0 ger

flz)=In(1+2z) =f(0)=0

fla) =2 =S =2
['(@) = —ﬁ —1(0) = —4,
s& det sokta Maclaurinpolynomet for In(1 4 2z) blir 2z — 222, P4 samma sétt
far vi
glw) = VI— 4z = (1 — 4x)'" —g(0) =1
§(x) = 3(1—da) ™2 (~4) = ~2(1 — 4z) "/ g/(0) = 2
§'(x) =~ - (=21 — )2 (~4) = ~4(1 — 42) Y2 ="(0) = 4

vilket ger att det sokta Maclaurinpolynomet fér /1 — 4z blir 1 — 2z — 222,

Svar: De sékta Maclaurinpolynomen blir 2z — 222 for In(1 + 2z) respektive
1 — 22 — 222 for /1 — 4x.

(b) Eftersom funktionen h(x) = In(142x)++/1 — 4z ar kontinuerlig i z = 0 géller
att lim, o h(x) = h(0) =1, sd a = 1.

Svar: Konstantent blir a = 1.

(c) Med hjélp av resultatet i (a) vet vi att In(1 + 2z) = 2z — 2* + 23B;(x) och
V1—dx = 1 — 21 — 22% + 23By(x), dér Bi(x) och By(z) ér begrinsade i
nérheten av x = 0. Med a = 1, enligt (b), far vi

'ml—ln(1—|—2x)—\/1—4x_

z—0 2
_i 1 — (22 —22% 4+ 2°By () — (1 — 22 — 22° + 2°By(z))
_xlir(lJ 332 N
. 1 =22 +22% —23By(2) — 1 + 2z + 222 — 23 By(2)
= lim 5 =
z—0 T
. 42? — 23(By(x) + Ba(z)) .
_ili% 2 = 313%4 — x(Bl(x) + Bg(l’)) =4,

eftersom Bj(x) och By(z) &r begransade nira x = 0.
Svar: Gransvardet ar 4.

3. Vi rdaknar dimensionslost {or att forenkla notationen. Lat de bortskurna kvadrater-
nas sidor vara x, vilket dven blir 1adans hojd. Ladans lingd blir da (3 —2z) och dess
bredd blir (2 — 2z), vilket ger volymen

V(z) = 2(2 - 22)(3 — 27) = 62 — 102” + 42°, Dy = [0,1].

Funktionen V' (z) ar kontinuerlig pa Dy och deriverbar éverallt utom i &ndpunkter-
na, sa V(x) har ett storsta virde som antas antingen i en inre stationdr punkt eller
i en andpunkt.



4.

For att bestdmma alla inre stationéra punkter 16ser vi ekvationen V'(x) = 0:

5 1
V’(m):O<:>12x2—20x+6:0<:>x2—§x—|—§:0<:>x:

+

| Ot
o|%
\]

I &ndpunkterna har vi V(0) = V(1) = 0, som inte kan vara maximum, s maximum

maste antas for antingen x = % — g eller x = % + ¥ Enklast dr nu att anvinda

6
andraderivatan, V" (z) = 24z — 20, som blir

v”(§—£) =20 —4V7—20= —4V7 <0

6 6
respektive
5 7
V”<6+\§) =20+ 4V7 — 20 = 47 > 0.
Maximum antas alltsa for ¢ = % — %.

(Alternativt, om vi inte vill anvinda andraderivatan, kan vi helt enkelt bara sétta
in de olika z-virdena och se vilket som ger stérst volym.)

| Ot
|

Svar: Storsta volymen uppstar da x =

(a) Upprepad partialintegration ger

) a LE2 a a
22e ? dr = lim 227 dr = lim | — —e 2| + re 2 dx
0 a—oco [ a—00 2 0 0

2 2 T o ¢ ‘1,
= lim ——e ** + —e " —|—/ —e “dx
oo 2 2 o Jo 2
2 1 a
— hm _a_e—Qa . ge—Qa . _6—230
a—00 2 2 0
2
_ 2 —2a __ g —2a 1 —2a 1 _ 1
= lim —Ze 2¢ 1 ity

Svar: Integralens varde ar T

(b) Vi anvénder skivformeln,

1% :W/bf(x)de,

som ger volymen V' av den rotationskropp som uppstar mellan x = a och z = b
da kurvan y = f(z) roteras kring z-axeln.

Med kurvan och granserna i uppgiften blir volymen

2 /1 1 \? 2 /1 2 1
v 7T/1 (:zc x—l—l) v 7r/1 (:1:2 x(m+1)+(a:+1)2)d$

2
Hér behover ——— partialbraksuppdelas. Ansatsen

z(r+1)

2 A B Ar+ A+ Bz

x(x +1) ;+x+1_ x(x+1)




leder till A =2 och B = —2. Volymen kan nu beréknas:

<_2 - x(:v2—|— IRAE +1 1)2) d
(

2+ 2 n 1 d
— — = x
r x+1 (z+1)?

1 2
—2lnz+2In(z+1) — (:1:—1—1)}
1

1

N
= L 2In2+ 21 L 1—2In2 L
—7r<—§— n2+4 n3—§+ —2In —1—5)

2

5 (33— 62+ 1),

2
:7T<—41n2+21n3+§> =

2
Svar: Volymen ér V = %(31113 —6In2+1).

5. Vi borjar med att bestidmma allminna losningen till 4" + 3/ — 2y = 4e73%, och an-
passar sedan konstanterna som dyker upp sa att y bade blir begransad och uppfyller

y(0) = 5.
Karakteristiska ekvationen &r 2 +r — 2 = 0 och har lésningarna r = —2 och r = 1,
s& homogena l6sningen ar yy,(z) = Cre™2® + Cye®.

Som partikuldrlosning ansétter vi y,(z) = Cse™*, som ger y}(z) = —3Cse™** och
yn(z) = 9C3e7". Insatt i ekvationen ger detta att
Y 4y — 2y =4e " & 9Cs5e 3 — 3Cs5e 7 — 2057 = 47 & O = 1,

s& vi far y,(x) = e 3.

Allménna l6sningen &r alltsd y(z) = yu(x) +yp(x) = Cre2* + Cae” +e 3%, Eftersom
l6sningen vi soker ar begriansad maste Cy = 0, och villkoret y(0) = 5 ger sedan att
C) = 4, sd att y(r) = e 4 737,

Det efterfragade gransvardet blir

lim e**y(x) = lim e*(4e > + e %) = lim 4 + e * = 4.
T—r00 T—r00 T—r00

Svar: Funktionen dr y(z) = 4e7%" + 737, och det sokta gransvirdet ar 4.



