MATEMATIK Hjidlpmedel: bifogat formelblad, utdelad ordlista, ej rdknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2009-01-10 kl. 08.30-12.30

Tentamen

Tentan riattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlaimnade

Telefonvakt: Magnus Goffeng
tel. 0762-721860

MVEO085 Flervariabelanalys V2

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan kridvs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen) Bonuspoéng fran duggor 08/09

riknas med, men maximal poing pa denna del dr 32. For godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara

godként.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poéng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida 11/1. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad péa vilket losningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. Lat F=¢eYi+ ze’j+ k

(a)

Undersck om kraftfiltet F #r killlfritt och/eller virvelfritt i R?

L&sning: Vi har

gk ) L) o o
curlF=| £ 2 2 | _| 9y 0z |[{_ |0z 9z [jy4| 92 Oy |k=0
O 9y 0z ze¥ 1 ev 1 | ¥ re
ey ze¥ 1 -
=0 =0 =0

sa F ar virvelfritt. Vidare har vi

0 0 0
ivF = y y — 2eY
divF 5 +ay(xe )+8zl xe’ 0

sa F &r inte killfritt i hela R3

Svar: F ar virvelfritt men ej kallfritt

Har kurvintegralen / Fedr samma virde for alla styckvis glatta kurvor C med beg-

C
ynnelsepunkt i (—1,0,0) och slutpunkt i (1,0,0) ?  (motivera ditt svar)
Svar: Ja

Motivering: Eftersom F #r virvelfritt i hela R? sa iir, enligt kéind sats i kursen (Sats
4 sid 860), F ocksa ett konservativt filt (alternativt kan man visa att F dr konserva-
tivt genom att ta fram en potential ¢ till F). Enligt annan kénd sats i kursen (sats
1 sid 828) foljer det dérfor att kurvintegralen &r oberoende av végen (detta foljer av

b
att /F-dr = / dgb(;@dt = ¢(r(b)) — ¢(r(a)), ddr r = r(t) &r en parametrisering
C a

av kurvan C sadan att r(b) = (1,0,0) och r(a) = (—1,0,0) )

(2p)

(1p)



(c) Berikna det arbete som kraftfiltet F utfor pa en partikel som ror sig ldngs cirkelbagen
22 +9? =1, y > 01 zy-planet (dvs dir z = 0), fran (—1,0,0) till (1,0,0)

Losning: Det arbete som kraftfiltet utfor ges av kurvintegralen / Fedr , dir ¢y
C1
ar den i uppgiften angivna cirkelbagen. Eftersom F &r ett konservativt filt sa ar

kurvintegralen oberoende av vigen mellan de tva punkterna (—1,0,0) till (1,0,0) (se
uppgift (b) ovan). Vi véljer darfor istéllet att berdkna den betydligt enklare kurvin-
tegralen lings med det rdta linjestycket mellan punkterna dvs den kurva Co som ges

av parametriseringen r(t) = i, dir —1 4 1. Da ar r(t) =ioch F(r(t)) =i+tj+k

) /c Fedr = /llF(r(t))-r’(t) dt = /11 dt = 2

Svar: 2

3. Sambandet mellan de Cartesiska koordinaterna x, ¥, z och de sfiriska koordinaterna r, ¢, 6

x =rsin¢cosl
gesav { y =rsin¢gsind
zZ=TrCcos¢

(a) Uttryck omradet Q : 2% 4+ 32 + 2% < 4,2 > 01 de sfiriska koordinaterna

Svar: 0 <r<20<¢< —,0<0<2m

T
2

(b) Beriikna massan av den kropp som definieras av 2 da densiteten ges av p(z,y,z) = z

Losning:
2 pm/2 2w
Massan = /// zdxdydz = / / / 7 cos ¢ r? sin ¢ dOdpdr =
z rdydz

(4p)

2 /2 27 2 /2
= </0 r3dr) </0 cos¢sin¢d¢> (/0 d9) = [i?ﬂo B sin” ¢]0 2 = 4%'2” = 4

Svar: 4w
(a) Forklara vad som menas med begreppen kritisk punkt respektive lokalt minimum.
Losning: se t.ex. sid 708 i kursboken

(b) Finn och klassificera de kritiska punkterna till f(z,y) = 2%y — zIny

0 2zy —Iny
=

0 x<x—§> Z

Den andra ekvationen (dvs x (33 — i) = 0) ar uppfylld om = = 0 eller z = % Med

2zy —Iny
r? —

Lésning: Vf(z,y) =0 < {

<8

x = 0 i den forsta ekvationen (dvs 2zy — Iny = 0) sa far vi att —lny =0 < y = 1.
Med z = i i den forsta ekvationen sa far vi istillet 2 —lny = 0 < y = €2, sa de
kritiska punkterna till funktionen f(z,y) = 2%y — xIny &r (0,1) och (e72, €?).

For att avgora karaktdren pa de kritiska punkterna sa undersoker vi Hessianen i re-

2*f  f 2y o9p — L
spektive punkt. Hessianen till f(z,y) ar 7 (x,y) = [ g%‘; g%’? = [ 9y _ 1 2 7

s o7 Ty
H(0,1) = [ _21 _01 ] ar indefinit ty det(7(0,1)) = —1 < 0, sa (0,1) &r en

(2p)

(4p)



sadelpunkt.

2 -2
H(e72e?) = [ 532 Z_G } Ar negativt definit ty det(# (e 2,€?)) = e=* > 0 och

fii(e72,e%) = 2¢e% > 0, sa f har ett lokalt minimum i (e=2, €2).

Svar: Funktionens kritiska punkter ir (0, 1) och (e 2, €2). Funktionen har en sadelpunkt
i (0,1) och ett lokalt minimum i (e~2, e?).

5. Avgor vilka av foljande pastaenden som dr sanna respektive falska. Du behover inte mo-  (4p)
tivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op totalt.

(a) Om Dy f(a,b) = 0 for alla enhetsvektorer v sa dr (a,b) en kritisk punkt till f(x,y)

Svar: Sant (ty om vi viljer v = i resp. v = j i identiteten Dy f(a,b) = 0 sa far vi
spec. att fi(a,b) =0 och fy(a,b) =0 och dirmed V f(a,b) = 0)

(b) Alla kontinuerliga funktioner dr ocksa differentierbara

Svar: Falskt (betrakta t.ex. f(z,y) = |z|, vilket &r kontinuerlig men ej differentierbar
i punkter pa y-axeln)

dxd
(c) Integralen // %, dir D : 2? + y? < 1, dr konvergent
DI TY

27 1 1
Svar: Falskt (ty // gwd% = / —rdrdd = 27 [In r](l) = 00)
DIT"+Y o Jo T

(d) Funktionen f(x,y) = z arctan(y) +ysin z har ett storsta virde pa cirkeln 22 4+y% = 1
(dvs. maximum av f(x,y), under bivillkoret 2% + 32 = 1, existerar)

Svar: Sant (ty en kontinuerlig funktion har alltid ett stérsta (och minsta) viirde pa
ett kompakt omrade (dvs ett omrade som &r slutet och begrénsat), se sats 2 sid 708)

Del 2: Overbetygsdelen

Uppgifterna i denna del réttas och bedéms endast om den forsta delen &r godkénd.

6. Bestam det storsta och minsta viirdet av funktionen f(z,y,z) = x pa skiirningen mellan  (6p)
planet z = x 4+ y och ellipsoiden z? + 2% + 222 = 8

Losning: Lat g(z,y,2) =  +y — 2z och h(z,y,2) = 2? + 2y* + 22° — 8. Om f antar sitt
storsta/minsta véirde i en punkt (zg, 30, 20) sa existerar det (enligt Lagrange multiplika-
tormetod) Ag och po sadana att (xo,yo, 20, Ao, o) ar en kritisk punkt till Lagrangefunk-
tionen L(z,y,2z,\, 1) = f(x,y,2) + A\g(z,y, 2) + ph(z,y, z) sa vi hittar alla kandidater till
storsta resp. minsta virde genom att 16sa foljande ekvationssystem;

filz,y, 2) + Ag1(z,y, 2) + phi(z,y,2z) =0 I+ A+u2x2=0 (Fkvl)
fo(2,y,2) + Aga(®,y, 2) + pha(z,y,2) =0 At pdy =0 (Ekv2)
fs(xj,%z)+)\93(95,y72)+/v4h3($,ya Z) =0 < —A+pdz=0 (E]ﬂ}?))
g(x,y,z) =0 r+y—2z=0 (Ekv4)
h(z,y,z) =0 22+ 2y +222-8=0 (Ekvb)

Av Ekv1-3 foljer det att u # 0 (ty o = 0 insatt i dessa ekvationer leder till en orimlighet).
Av Ekv2 — 3 foljer det darfor att z = —y (addera resp. led i ekvationerna och dividera
med 4p). Anvénder vi detta (dvs att z = —y) 1 Fkv4 sa far vi att x = —2y. Om vi sedan



anvinder att z = —y och o = —2y i Ekv5 sa far vi att 8y? = 8 & y = +1, vilket ger oss
l6sningarna (2,—-1,1),(—=2,1,—1). Vi har f(2,—1,1) =2 och f(-2,1,—-1) = —2.

Alternativ 16sning 1: Eftersom vi bara studerar punkter dir z = x+y sa kan vi ersétta z
med z+y i funktionen f (vilket i detta fall ger samma uttryck eftersom den inte beror pa z)
och i bivillkoret 22 + 2y 4+ 22% = 8. Vi reducerar da problemet till att hitta storsta/minsta
virde av f(a:, y) = z under villkoret att §(z,y) = 2% + 2y? + 2(x + y)? — 8 = 0. Lagrange
multiplikatormetod ger ekvationsystemet;

fi(@,y) + Agi(z,y) = 0 1+ A2z +4(z+y) =0 (Bkvl)
fo(z,y) + Ago(z,y) =0 & AMdy+4(z+y) =0 (Ekv2)
g(z,y) =0 22+ 22+ 2 +y)?-8=0 (FEkv3)

Av FEkv1l — 2 foljer det att A # 0 (ty A = 0 insatt i dessa ekvationer leder till en orim-
lighet). Av Fkv 2 foljer det dérfor att x = —2y, vilket insatt i Ekv 3 ger 8y2 =8 y==+1.
Losningarna r saledes (2, —1) och (—2,1) och vi har f(2,—1) =2 och f(—2,1) = -2

Alternativ 16sning 2: Som i foregaende 16sning kan vi reducera problemet till att hitta
storsta/minsta viirde av f(z,y) = = under villkoret att §(x,y) = 22+2y%+2(x+y)?—8 = 0.
Detta villkor kan skrivas 222 + 4(y + %)2 = 8 varav vi ser direkt att = blir som storst om
y+ % =0, for vilket 222 = 8 & z = £2. Losningarna &r saledes (2, —1) och (—2,1) och vi
har f(2,—1) =2 och f(—2,1) = —2

Svar: Det storsta viardet 4r 2 och det minsta virdet dr —2

. Berékna det totala flodet av hastighetsfiltet F = yi — xj + zk genom den del av konen

22 =22+ y2 dir 1 < z < 2, i riktning in mot z-axeln, genom att

(6p)

(a) anvénda definitionen av ytintegral (du behéver da bl.a. parametrisera ytan och bestimma

normalvektorer i varje punkt pa ytan)

Lésning: Ytan S : g(z,vy,2) = 0, dir g(z, y, 2) = 22 +y?— 22, parametriseras naturligt
genom att vilja x och y som parametrar, varav z = /22 + y? och parameteromradet
ar D : 1< 2%+ y? < 4. Normalvektorerna, med riktning in mot z-axeln, ges av n =
—% (minustecknet gor att normalvektorerna far rétt riktning) och areaelementet

_ Vg
93]

Flodet genom ytan S = // FendS = // Fe <_Vg> dedy =
S D Vgl lgsl
—2xi — 2yj + 2zk
:// e (‘vg> d””dy:// (i—j+ o) 2 B2
D |93 D 2z

o 2 112 1
= // zdxdy = // Va2 + y2dedy = / / rrdrdf = 2w [7‘3] el
D D o S T 35 3

Svar: 147”

(b) tillimpa Gauss divergens sats pa lamplig sluten yta

ges av dS dxdy sa

Losning: Lat S; vara cirkelskivan 22 + y? < 1,z = 1 och lat Sy vara cirkelskivan
2?2 +y? < 4,2 = 2. Tillsammans med ytan S (se deluppgift (a)) s& utgoér de be-
gransningsytan till omradet K : 22+ 9% < z2, 1 < 2z < 2. Om n ar den utatriktade
enhetsnormalen sa ger Gauss sats att;

//SF.ndS:///Kdiv(F)dxdydz—//Sl F.ndg_/[S2 FondS —



= // dxdydz + // dxdy — // 2dxdy = // dxdydz — T =
K z2+4+92<1 z2+y2<4 K
™ 81
:// da:dy—i—// (2—\/x2+y2>dxdy—77r:
22442<1 1<a?4y2<4
|\

2 1417 4 14
:/ /(2—T)rdrd9—67r:27r [r2—7“3] b= b=
o 3, 3 3

Normalen i ytintegralen 6ver S, i ovanstaende kalkyler, pekar ut fran z-axeln. For att
fa det efterfragade flédet in mot z-axeln sa byter vi seledes tecken pa resultatet ovan.

147

Svar: 3

8. Vilj en av foljande tva deluppgifter (om det i dina lésningarna finns nagot redovisat fran
bada deluppgifterna sa granskas endast den forst redovisade).

(a) Formulera och bevisa kedjeregeln fér sammansatta funktioner av typen f o g dér
g:R—R?och f:R? >R

Losning: se sid 675 i kursboken eller foreldsningsanteckningar

(b) Formulera Greens formel och bevisa den fér omraden som &r bade x-enkla och y-enkla.

Losning: se sid 865-866 i kursboken eller foreldsningsanteckningar

(6p)



Anonym kod MVEO085 Flervariabelanalys V, 090110 sid.nummer | Poéng
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad
plats (endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
N . . . 1+=x
(a) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 i punkten (0,0) till funktionen f(z,y) = T (2p)
Y
N —(1+42x)
Losning: T,y)=——, T,Y) = ——=
g: fi(z,y) T fa(z,y) e
-1 21+ 2)
xz, = 07 xz, ) = 77, 3
fu(z,y) fr2(z,y) = (e fa2(2,y) e
f(0,0) =1, f1(0,0) = 1, f2(0,0) = -1 f11(0 0) =0, f12(0,0) = —1, f22(0,0) = 2
Py(z,y) = f(0, 0)+f1(0 0)x+ f2(0, 0)?/+ (f11(0,0)” + 2f12(0,0)zy + f22(0,0)y?) =
l+z—y—ay+y°
Svar: Py(z,y) =1+ —y — xy + 3
(b) Bestam en ekvation for tangentplanet till nivaytan xe¥ + ye* — xz = 1 i punkten (1,0,0). (2p)
Lésning: Sétt g(z,y, z) = ze? + ye* — xz. Da har vi
g1(z,y.2) = €Y —z, ga(w,y,2) = xze’ +€°, g3(x,y, z) = ye* — x och speciellt far vi att
91(1,0,0) = 1, ¢2(1,0,0) = 2, ¢3(1,0,0) = —1 sa tangentplanet i punkten (1,0,0)
beskrivs av ekvationen
91(17070)(:1: - 1) + 92(17070)<y - 0) +g3(17070)(2 - 0) =0er—1+ 2y —2=0
Svar: z=x+2y—1
(c) Lat f vara en funktion av tva variabler som &r sadan att f1(3,5) =4 och f2(3,5) = 3. (2p)
Berdkna hs(2,1) da h(z,y) = f(2z — y,z + 3y).
Losning: Kedjeregeln ger att
0 0 0
hao(z,y) = o= f2e—y, x+3y) = fi(2e—y, 2+3y) 5~ (2z—y)+ fo(2r—y, 2+3y) 5 - (x+3y) =
dy Ay dy
=—f1(2x —y,z + 3y) + 3f2(2x — y, z + 3y)
Speciellt far vi att ho(2,1) = —f1(3,5) + 3f2(3,5) = —-4+9=5
Svar: hy(2,1) =5
(d) Lat C vara skiirningskurvan mellan planet z = v/3z och cylindern y? = 3. Berikna (2p)
langden av den del av kurvan som ligger mellan origo och punkten (1,1, \/3)
Lésning: Kurvbiten parametriseras av r(t) = ti + 3/ 23 +V/3tk, dir 0 4 1, sa
kurvbitens lingd= / It/(t)|dt = / \/12 t1/2 + (V3)2dt = / \/4+ Zt dt =
0
8 3/2 12 61
a2 LA
27 4 o 27\ 8 T 27
Svar: g—%
(e) Anvind Greens formel for att berikna kurvintegralen fc e dy, dér C &r randen till (2p)

det rektangulira omradet 0 < x < 1,0 < y < 2, orienterad moturs.
Loésning:

2 1 o 2 2
Feay= [*[7 @y doay = [“lemhay = [ (e -y = e -y -3
c 0o Jo Ox 0 0

Svar: §, e dy = e* -3



Formelblad fér MVE085 08/09

Trigonometri.
cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)

cos(x) cos(y) = %(cos(x — ) + cos(z + y))

Integralkatalog
a+1

a _ -1
/;1: dz | +C a#
/sinxdz = —cosz+C

1

/ dx = tanx+C

cos2x
/e””dx = e+ C

sin(z) sin(y) =

sin(x) cos(y) =

tan(x +y) =

1
—dx
x

/
/Cosxdx
[
fee

a”

%(cos(x —y) —cos(xz +y))

S(sin(z — y) +sin(a + 1)

tan(z) + tan(y)

1 — tan(z) tan(y)

= Inlz|+C
= sinz+C

= —cotx+C

x

= Y 40 0<a#1

Ina

1 1
/\/ﬁdm = arcsinx +C /md = Earctang—i—C a#0
[=) = In|f(x)|+C /;das = Injlz+va2+al+C a#0
vz2+a
1
/\/x2+ad9: = i(x\/x2+a+aln|z+\/z2+a\)+C
1
———dx = 1
/(m2+1>" ! "
I _ x 2n — 1]
i o 2n(a2 4 1) 2n "
Maclaurinutvecklingar
T — o n+1B
e kz:: o +x (z)
- R 2n+1
i = —1)k- g
sin x Z( ) k=) +x (x)
k=1
- ke 2n+2
cosw = Z(— ) 2h)! + B(z)
k=0
14+z)> = Z(Zé)xk—kx"HB() lz] <1
k=0
n 1 k+1,.k
In(l+2z) = Z( >k + 2" B(x) -1<z<1
k=1
arctanz =~ = i( 1)* 1 2% + 2" B(z) lz| <1
Pt 2k —1 -
a) _ ala-1(a-2)...(a—k+1) o) _,
k)T k(k—1)(k—2)...1 0)~
Ovrigt
[[fqzp(z,y, z) dedydz
Tyngdpunkten (zr,yr, zr) for 2 ges av zpr = , analogt for yr, zr.
( ) [[ e p(z,y, ) dedydz

p(z,y, z) dr densiteten.



