Losningsforslag till tentamen
MVEO085 Flervariabelanalys V2

2012-09-01 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Oskar Hamlet , telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godként pa tentan krivs antingen 25 poéng pa godkéntdelens tva delar ssmmanlagt, eller att bada delarna ar
godkinda var for sig. For godkiint pa del 1 kridvs minst 10 poéng, fér godkiint pa del 2 kridvs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersitta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lisar.
For godkant pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 33 resp. 42
poing sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar liggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rittas och bedéms anonymt.
Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa kur-
swebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se néista blad

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se blad 3

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéing fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkéntgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstéindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Avgor om foljande tva gransvirden existerar eller ej, och bestdm i féorekommande fall deras

vérde (tydlig motivering krévs!) (6p)
i v’ b)  lim
(2) (x,yl)lgimo)x?i—i—y‘l (b) (@.9)—~0,0) /22 + 32

(a) Losning Grinsvirdet existerar ej, ty langs med linjen y = 0 (dvs. z-axeln) har vi;

2 2
x T .
W:ﬁzl, forallaa:#()

medan vi ldngs linjen = 0 (dvs. y-axeln) har;

x2 X3
m:o, for alla y # 0

speciellt 6verenstammer inte grinsvirdena av dessa uttryck da vi ndrmar oss origo.

x
(b) Losning Grénsvérdet existerar och  lim i

(z,y)—=(0,0) \/22 + y?

= 0, ty overgang till polidra

= 2 cosfsind
koordinater{ ggj :sclonsg et \/% S =rcosfsind -0, dar—0
= T +y r



7. Visa att ekvationen z + 2y 4+ z + € = 1 implicit definierar en funktion z = f(z,y) i en
omgivning av origo och anvénd implicit derivering fér att bestdmma Maclaurinpolynomet
for f(x,y) av grad 2 (dvs. Taylorpolynomet av grad 2 kring punkten (0,0)). (6p)

Losning: Sitt F(x,y,2) =z +2y+ z+¢e* — 1. Vi har F3(z,y,2) = 1+ €* och speciellt ar
F5(0,0,0) = 2 # 0, sa det foljer av Implicita funktionssatsen att ekvationen F'(z,y,z) =0
implicit definierar en funktion z = f(z,y) i en omgivning av punkten (0,0,0). Vidare &r;

42y + f(z,y) + /@Y =1 | foralla (z,y) i en omgivning av (0,0)
Deriverar vi bada led m.a.p. x resp. y sa far vi
14+ (14 f(z,y) =0 och 24 (14 /@Y fo(z,y) =0
Speciellt far vi att; f1(0,0) = —1/2 och f2(0,0) = —1. Ytterligare derivering ger att;

el @D (f1(z,y)2 + (1 + ef @) 11 (2,9) = 0
el @) fi(2,y) fol,y) + (1 + /@) fra(a,y) = 0
el @V (fo(a, )% + (1 + el @) fon (2, 4) = 0

och speciellt far vi att f11(0,0) = —1/8, f12(0,0) = —1/4, f22(0,0) = —1/2

Taylorpolynomet av andra ordningen till f(z,y) i punkten (0,0) ar darfor

p2(w,y) = f(0,0) + f1(0,0)z + £>(0,0)y + % (f11(0,0)2% + 2f15(0, 0)ay + F22(0,0)y7) =

1 1 5, 1 1,
Tt YTt T Y
Svar: ps(z,y) = —%JU —Yy— T16$2 - ixy — iyZ
8. Formulera och bevisa medelvirdessatsen for dubbelintegraler. (6p)

Losning: se avsnitt 14.3 i Calculus.
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Poing

Godkiantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast l6sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Lat D vara det omrade i R? som bestar av punkter (x,%) sadana att 0 < 22 +y? <
Forklara med hjilp av begreppet omgivning varfor D varken &r dppen eller sluten.

Svar: D ir inte 6ppen ty varje omgivning till en punkt pa randen z? + y? =

2.

2

innehaller punkter som inte tillhér D. D ar inte heller sluten ty dess komplement D¢
ar inte en 6ppen méangd p.g.a. att varje omgivning till origo innehaller punkter i D.

2

(b) Uttryck d

72 f(s%,5) i de partiella derivatorna av f.

Loésning:

d? d (d d

219 = (7629 = L (R(0)25 + i 9) =
= fi1(s*,8)4s° + fra(s?,8)2s + f1(s,8)2 + fa1(s%, 5)2s + foo(s?, )

d2
Svar: @f(SQ» s) = 45> f11(s%, 5) + 4sfia(s*, s) + 21(5%, 5) + faa(s%, 5)

(c) Bestim ekvationer for tangentlinjen och normallinjen till nivakurvan 23 —3zy— 2y% = 0

i punkten (2,1).

Loésning: Gradienten till f(z,y) = 23 — 32y — 2y% i punkten (2,1) &r vinkelrit
mot tangentlinjen. Vi har Vf(z,y) = (322 — 3y)i + (—=3z — 632)j och speciellt #r

Vf(2,1) = 9i — 12j, sa tangentlinjen beskrivs av ekvationen

9z —2)—12(y—1) =0 & 3z —4y =2

Vektorn 12i + 9j &r vinkelrdt mot gradienten och dédrmed &ven mot normallinjen,

vilket saledes kan beskrivas med ekvationen
12 —2)+9(y—1)=0 < 4x+3y=11

Svar: Tangentlinjens ekvation: 3z — 4y = 2, Normallinjens ekvation: 4z + 3y =1

Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara si vil du kan.

2. Bestém storsta och minsta viirde av funktion f(x,y) = 222+y?—y pa cirkelskivan 22+ 3>

1

< 1.

Losning: Det finns ett storsta och minsta virde eftersom funktionen &r kontinuerlig och
cirkelskivan &r sluten och begrédnsad. Dessa extremvirden kan antas i punkter i det inre
av skivan, i punkter dir V f(a,b) = 0, och/eller pa randen av skivan.

Vi har fi(x,y) = 4z och fao(x,y) = 2y — 1. Vi ser direkt att den enda kritiska punkten &r

(0,1) och att den ligger inuti cirkelskivan. Vidare &r f(0,1) = —1.
P4 randen #r 22 = 1 — y? och diarmed f(z,y) = g(y) =2 —y? —y, dir -1 <y < 1. Vi

har ¢'(y) = —2y—1=0day = —%. Vidare &r g(—%% = %, g(—1) =2, g(1) = 0, sa minsta

funktonsvirdet pa randen &r alltsa 0 och storsta &r 7.

[

Svar: Funktionens minsta virde pa cirkelskivan ar —i och det storsta &r

(2p)

(3p)

(3p)

(6p)
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Godkiantdelen: del 2

3. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Berikna rotationen av F = zy%i + 2y2j + 222k och avgor om vektorfiltet F &r

konservativt pa R3.

L&sning: i j k

curl F = 8% a% % = —2i — 2% — 2ayk
zy? 2yz x2?

Vektorfiltet &r inte konservativt ty konservativa vektorfilt &r alltid virvelfria (se vil-
lkor i avsnitt 15.2 samt kommentar innan Sats 4 i avsnitt 16.2).

Svar: Vektorfiltet #r ej konservativt pa R? ty curl F = —2yi — 22j — 2zyk # 0.

(b) Beriikna / / (22 + y*)dA da D ér det omrade i forsta kvadranten dir z 4+ y < 1.
D

Ldsning: //D(x2 ) dA = /01 </0H(x2 +4?) dy) dz =
_ /01 [m2y " ;yB] :w - /01 <x2(1 ) (- x)3> d =

1, 1, 1 J 0101 11
= | Zpd — T — (1 — — - _Z —
[w v ( x)h 371712 %

Till foljande uppgifter skall fullstéindiga 16sningar redovisas pa separata skrivpapper.
Motivera och forklara si vil du kan.

4. Betrakta det plana vektorfialtet F = yi — xj och 1at C vara den slutna kurva i xy-planet
som ges av parametriseringen r = t2i +t(1 —t2)j, -1 <t <1,

(a) Ilustrera hur vektorfiltet varierar utefter kurvan C genom att skissa vektorfiltspilar
(som indikerar vektorfiltets storlek och riktning) i ldmligt valda punkter pa kurvan
t.ex.dar t = —1,-0.5,0,0.5, 1.

Lésning;:

(3p)

(2p)



(b) Beriikna kurvintegralen / Fedr = / ydx — xdy.
C C

Losning;:

1
/Fdr:/jmpﬁmy:/‘@u—w%%—w%l—m%)ﬁ:
c C -1
—/JW+#yﬁ—1§+¥5l—2+2—m
) 13 5 ], 3 5 15

Svar: /Fodr = E
c 15

(c) Vad &r arean av det omrade i planet som omsluts av kurvan C?

Losning: Eftersom C &r negativt orienterad m.a.p. det omrade D som omslutes sa &r;

1 1
Arean aVD:/ xdy—ydx:/yda:—xdy
2 ) ¢ 2 Jo

sa fran deluppgift (b) foljer att;

8
S A ar —
var: Arean &r 15

5. Lat K vara den kropp som ges av 2 + y% 4+ 22 < 2 och z > 1.

(a) Parametrisera de ytor som begrinsar kroppen K.

Losning: Den 6vre delen av ytan som ér en halvsfir 22 + y? + 22 =2, z > 1 kan

t.ex. parametriseras med;

z = +/2sin ¢ cos b

< p<T
y=+2sin¢psinfh 0so=5
0<60<2r
z:\@cosgﬁ
eller
IR TS
o ’ <0<2
z =2 —r? =V =T
eller
r=u
Y= , ur+? <1

eller pa odndligt manga andra sétt.

Den plana cirkelskiva som begriansar omradet nertill kan t.ex. parametriseras med;

e here
y= T 0<0<2r
z=1

eller
rT=u
y=v , u+4+12<1
z=1

(b) Beriikna flodet av hastighetsfiltet F = yi — 2j + z°k ut ur kroppen K.

Losning: Gauss’s divergenssats ger att;

Flodet ut ur K = // F.NdS = /// divFdV = /// 22dV =
0K K K
V2 V2 2 V2—22
:/ 2z (// dxdy) dz :/ 2z / / rdr|df| dz
1 r24+9y2<2—22 1 0 0
NG

1,12 1w
:7r/ 22(2—22)dz:7r[222—24] :77(4—2—2—1—5):5
1

2

Svar: Flodet ir — (volymsenheter per tidsenhet)

(1p)

(2p)



