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2 Ickelinjara ekvationssystem och optimering

2.1 Newtons metod for system av ekvationer

I detta avsnitt skall vi studera Newtons metod for 16sning av ekvationssystem.
Den som vill kan ocksa ldsa om metoden i avsnitt 13.6 i kursboken Calculus (av
Adams och Essex). Lat oss t.ex. betrakta ett system av typen

{ flz,y)=0
g(x,y) =0

Om funktionerna f(x,y) och g(z,y) ar linjira kan vi anvianda oss av kidnda
metoder fran linjar algebra kursen for att losa systemet. Situationen ar dock
(i allménhet) betydligt mer komplicerad om funktionerna inte ar linjara.

Lat oss borja med att titta pa harledningen av Newtons metod i en variabel dvs
for 16sning av en ekvation med en obekant. Antag att T ligger nira en 16sning
x* till ekvationen f(x) = 0. Om vi Taylorutvecklar f(z) kring & t.o.m.forsta
ordningen far vi f(z) =~ f(Z) + f'(Z)(x — Z). Denna approximation stdmmer bra
i en nara omgivning av  och da speciellt for x = z* vilket ger oss att

0=f(z") = f(2) + [(@)(a" 1) <«
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Felet i denna approximation ar av storleksordningen |z* — Z|? (ty néista term i

Taylorutvecklingen ar av den storleksordningen), vilket ar betydligt mindre &n

det ursprungliga felet |z* — Z|. Vardet pa

=

Om vi loser ut x* far vi att Pl S

ger darfor en battre approximation av x* 4n vad ¥ gav. Savida man inte kidnner
sig n6jd med denna forbattrade approximation sa ar det hogst naturligt att tan-
ka sig upprepa proceduren for att ytterligare forfina approximationen. Newtons
metod innebar att man pa detta siatt successivt itererar sig ndrmare en losning
pa ekvationen.



Metoden kan ocksa askadliggoras geometriskt. Losningen pa ekvationen f(z) =0
ar det z-virde for vilket grafen y = f(z) skir z-axeln. Nér vi ersatter f(z) med
dess Taylorutveckling i Z t.o.m. forsta graden i ekvationen sa innebar det att vi
istéllet undersoker var tangenten till y = f(x) i punkten (Z, f(Z)) skir z-axeln.
Denna skédrningspunkt blir sedan ny utgangspunkt for nésta iteration. Foljande
figur illustrerar ett steg i Newtons metod.
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Vi kan nu pa liknande sitt hérleda en metod for att losa system av ekvationer.
Antag att vi vill 16sa system av typen

{ f((:c,y):O (1)

Om (Z,7) ligger néra en 16sning (z*, y*) till ekvationssystemet sa har vi

{ 0= f(z*,y")
O *

9(x*,y")
Detta ar ett linjart ekvationssystem i de obekanta x* och y* (om vi betraktar
(Z,9) som kand). Sambanden kan ocksa uttryckas pa matrisform enl.

l fo(@.9) fy(2.9) 1 l rt 1 1 N l —f(@.9) 1
Felet i denna approximation dr av storleksordningen ||(z*,y*) — (Z,7)||?, vilket
ar avsevart mindre an ||(z*,y*) — (Z,9)|| som vi hade fran borjan.
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Losningen (Z,¢) pa ekvationen

ey 2en]li
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bor darfor ge en battre approximation till 16sningen (x*, y*) an vad (Z,7) gav.
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Geometriskt innebéar metoden féljande: Losningen pé systemet (1) dr den punkt
(x*,y*) 1 vilket funktionsytorna z = f(z,y) och z = g(x,y) skir varandra i zy-
planet. Nar vi ersitter f(z,y) och g(z,y) med respektive Taylorutveckling i (Z, 7)
t.o.m. forsta graden i systemet sa innebéar det att vi istéllet undersoker var tan-
gentplanen till z = f(x,y) och z = g(z,y), dar (x,y) = (Z,y), skir varandra
i xy-planet. Denna skdrningspunkt blir sedan ny utgangspunkt for nésta itera-
tion och man upprepar proceduren tills bada funktionsvardena &r tillrackligt sma.

Lat oss titta pa ett exempel,

Exempel. Antag att vi vill hitta en 16sning (z*, y*) till ekvationssystemet

{ zy(r —y) =1

Byt +yt=3

Ett satt att forsoka hitta lampliga startviarden for Newtons metod ar att plotta
nivakurvorna zy(x —y) — 1 = 0 och 23y* + 2? + y* — 3 = 0 pa ndgot omrade. Lat
oss prova foljande;

>> £=0(x,y) x.*y.*(x-y)-1; g=0(x,y) x.73.%y. 2+x.72+y. 4-3;
>> x=linspace(-3,3,30) ;y=linspace(-3,3,31);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> contour(X,Y,f(X,Y),[0 0],'r"), hold on

>> contour(X,Y,g(X,Y),[0 0],'p'), grid, hold off

Vi inser da att det bl.a.finns en 16sning (skdrningspunkt) i nérheten av (0, 2)
och anvinder Newtons metod for att forbattra denna (grova) approximation till
l6sningen.

>> fx=0(x,y) 2*x.*xy-y."2; fy=0(x,y) x.72-2%x.*y;

>> gx=0(x,y) 3*x.72.xy. 2+2%x; gy=0(x,y) 2%x.73.*y+d*y. 3;
>> x1=0,y1=2

>> J=[fx(x1,y1) fy(xl,y1);gx(xl,y1) gy(xl,y1)];

>> ny=[x1;y1]+I\[-f(x1,y1);-g(x1l,y1)]

>> x1=ny(1); yl=ny(2);



Hér har vi 16st det linjéra ekvationssystemet (2) med hjalp av backslash-kommandot
(ekvationsystem av typen Az = b kan lésas i MATLAB med kommandot x=A\b).
Ett steg med Newtons metod ger (enligt ovan) att x* ~ —0.25 och y* ~ 1.59.
Om vi vill stega oss narmare den exakta losningen sa ar det bara att upprepa de
tre sista kommandoraderna ovan.

>> J=[fx(x1,y1) fy(x1l,y1);gx(x1l,y1) gy(xl,y1)];
>> ny=[x1;y1]1+I\[-f (x1,y1) ;-g(x1,y1)]
>> x1=ny(1); yl=ny(2);

vilket ger att x* ~ —0.38 och y* ~ 1.38. Man kan sedan upprepa iterationen
ytterligare nagra ganger tills man kénner sig néjd (t.ex.med en liten snurra).
Nedanstaende figurer illustrerar hur Newtons metod ger punkter som successivt
niarmar sig l6sningen (den hogra bilden ar en uppforstorning av den vénstra).

O

Om bara startapproximationen &r tillréackligt bra kommer Newtons metod att

konvergera mot en 16sning véldigt snabbt ty konvergenshastigheten ar "kvadratisk”.
Det skall dock papekas att en dalig startapproximation ocksa kan leda till att

Newtons metod divergerar dvs. inte narmar sig nagon losning alls.

Lat oss nu titta lite mer allmént pa Newtons metod for system med n ekvationer
och n obekanta;

fl(l’l, ,l’n) = 0
: (3)
falz1,.fyzn) =0

Om vi sitter

T fi 0

xn fn 0



sa kan systemet (3) kortare skrivas
f(x) =0 (4)

Antag att vi pa nagot sitt erhallit en approximativ 16sning x; till detta system,
som vi vill forbattra. I analogi med ovan ersitter vi da f med sin linjérisering i x
(motsvarar Taylorutveckling av komponentfunktionerna t.o.m. ordning 1) dvs.

L(x) = f(xx) + Df (x)(x — xx)

dar Df(x) ar Jacobimatrisen for funktionen f(x), innehéallande de partiella deriva-
torna (se avsnitt 12.6 i Calculus, av Adams och Essex). Losningen till det erhallna
linjara ekvationssystemet

L(x) =0 (5)

ger oss da en ny (och forhoppningsvis béttre) approximation x;,1 av l6sningen
till det ursprungliga systemet (4).

Om vi infér h = x — x;, kan (5) skrivas

Detta ar ett linjart ekvationssystem som vi loser med avseende pa h (forslagsvis
med hjalp av backslash-kommandot i MATLAB). Lésningen hy pa detta system
ger den vektor med vilket vi skall stega oss fram till nasta punkt dvs.

X1 = Xi + hy,

Vi kan sedan upprepa processen, och forbattra approximationen ytterligare, genom
att istallet utga fran x;., som startapproximation.

Vi behéver nédvandigtvis inte for hand exakt bestdémma de partiella derivatorna
i Jacobimatrisen Df(x) utan det duger (for vara dndamal) bra med approxima-
tioner med hjélp av differenskvoter. Den j:te kolonnen i Df(x) kan t.ex. ersittas
med
f(x + oe;) — f(x — de;)
26
for nagot lampligt litet tal 6 (forslagsvis 107°), och dér e; ar j:te enhetsvektorn.

Lat oss illustrera detta med ett exempel.

Exempel. Antag att vi vill hitta en 16sning till ekvationssystemet

vy +22 = 3
2422 = 2
22—z =0



Vi borjar da med att skapa foljande funktion;
>> f=0(x) [x(2).72+x(3).72-3; x(1).72+x(3).72-2; x(1).72-x(3)];

Lat oss utga fran x; = (2,1,0) som startapproximation i Newtons metod. Vi
borjar med att berdkna Jacobimatrisen for f i punkten x;. Med en liten snurra
berdknar vi Jacobimatrisen (J), kolonn fér kolonn, med differenskvoter;

>> x=[2;1;0];
>> delta=10"(-5);
>> J=zeros(3,3);
>> for j=1:3 ...
ej=zeros(3,1);
ej(j,1)=1;
J(:,j)=(f (x+deltaxej)-f (x-deltaxej))/(2xdelta) ;
end

Sedan stegar vi oss fram till nasta approximation med foljande kommandon;

>> h=J\(-f(x));
>> x=x+h

Notera att vi hér tilldelar variabeln x den nya approximationen och darmed
skriver 6ver den foregaende approximationen.

Man kan naturligtvis upprepa processen ovan (t.ex. med en liten snurra) for att
forbéttra approximationen ytterligare. Utfor ytterligare nagra steg och forsok
avgora vilken l10sning vi narmar oss. U

2.2 Andra metoder for ekvationslosning

I MATLAB loser man normalt linjara ekvationssystem med s.k. vansterdivision
(kommandot \ ). Det finns &ven andra kommandon som kan vara anvandbara
vid 16sning av sadana system t.ex. rref, inv, det, rank, lu, qr, chol.

Om ekvationssystemet inte ar linjart sa kan man istéllet anvinda kommandot
fsolve. Kommandot finns inte inbyggt i MATLABs grundpaket utan kraver ett
speciellt programpaket, en sk.toolbox, som ar till for att 16sa optimeringsprob-
lem (Optimization Toolbox, ge kommandot help optim for att se tillgdngliga
kommandon). Chalmers har en MATLAB-licens fér denna toolbox (och en méangd
andra), s& om du jobbar pa en Chalmersdator bor det inte vara nagra nagra prob-
lem att anvinda kommandot fsolve och andra funktioner i detta programpaket.



For linjara ekvationssytem vet vi att det antingen saknas 16sningar, finns en enda
l6sning eller sa har systemet oandligt manga losningar. Till ickelinjara ekvation-
ssystem kan det dock finnas fler 4n en l6sning utan att det nodvandigtvis finns
oandligt manga t.ex. tva, tre eller fler l6sningar.

Programmet fsolve kriver som indata (precis som Newtons metod) en start-
gissning dvs. en forsta approximation av 16sningen. For 2 x 2-system kan vi (som
i foregdende avsnitt) ev.bilda oss en uppfattning om hur méanga l6sningar det
finns (och vilka dessa ar), pa ett visst omrade, genom att plotta nivakurvor. Var-
je skarningspunkt mellan kurvorna motsvarar en losning till ekvationssystemet.
Om man inte har nagon ytterligare information (om t.ex. det bakomliggande prob-
lemet och vad variablerna representerar) kan det dock vara svart att uppskatta
i vilket omrade man skall borja soka efter 16sningar (endast genom att studera
ekvationerna).

> +y=2

Exempel. Betrakta ekvationssystemet { r—p=1

Lat oss undersoka om det mahdnda kan finnas nagra losningar i kvadraten

>> f=0(x,y) x.72+y-2; g=0(x,y) x-y. 3-1;

>> [X,Y]=meshgrid(-4:0.1:4);

>> contour(X,Y,f(X,Y),[0 0],'r"), hold on

>> contour(X,Y,g(X,Y),[0 0],'b'), grid, hold off

Vi inser att det finns tva skérningspunkter och darmed tva losningar pa ekva-
tionssystemet i kvadraten. For att narmare bestimma den losning som ligger i
narheten av punkten (1,0.2) kan vi nu ge féljande kommandon;

>> fun=0(x) [f(x(1),x(2)),gx(1),x(2))];
>> losn=fsolve(fun,[1,0.2])

Observera har att vi maste skriva x(1) och x(2) istéllet for x och y nir vi
definierar den anonyma funktionen.

Om man vill kan man fa MATLAB att redovisa detaljer om de olika stegen som
fsolve utfor for att hitta losningen (eller snarare en forbattrad approximation
av losningen). Ge i sa fall foljande kommando;

>> options=optimset('Display','iter');
>> losn=fsolve(fun, [1,0.2],options)

Algoritmen innehéller villkor for nar iterationen skall avbrytas, och om man vill
kan man forandra dessa villkor. Den som vill kan ldsa mer om detta t.ex. genom
att ge kommandot help fsolve. U



Vi kan dven losa system med fler &n tva ekvationer och obekanta med fsolve.
Om ekvationssytemet bestar av tre ekvationer och tre obekanta sa finns (precis
som for 2 x 2-system) ockséa en mojlighet att tolka losningarna geometriskt. Varje
ekvation representerar da en nivayta och ev. losningar motsvarar gemensamma
skdarningspunkter i de tre ytorna (dvs. punkter som tillhoér alla de tre ytorna).
Det kan dock vara svart att lokalisera losningarna grafiskt.

Exempel. Betrakta ekvationssystemet

21 — 62°2 = 0
20 — 3’z = 0
203 + 12 = 10

For att fa en uppfattning om ev.l6sningar till systemet provar vi med att plotta
de delar av nivdytorna 2x — 622z = 0, 2y — 3y?z = 0 och 223 + > = 10 som ligger
iomradet -4 <2 <4,—-4<y<4,—4<z<4.

>> £1=0(x,y,z) 2*%x-6%x.72.%z;

>> £2=0(x,y,z) 2%y-3*xy. 2.%*z;

>> £3=0(x,y,z) 2%x.73+y."3;

>> [X,Y,Z]=meshgrid(-4:0.3:4);

>> clf

>> isosurface(X,Y,Z,f1(X,Y,Z),0)
>> isosurface(X,Y,Z,f2(X,Y,Z)+5,5)
>> isosurface(X,Y,Z,f3(X,Y,Z),10)

Héar valde vi att addera en femma i den andra ekvationens bada led. Med detta
lilla trick kunde vi pa ett enkelt satt se till att de tre ytorna plottas med olika
farg (olika nivaer i samma figur ger olika farg). Av figuren kan det dock vara
svart att avgora antalet skarningspunkter och darmed hur manga l6sningar som
ekvationssystemet har och det kan vara dnnu knepigare att grafiskt bestamma
narmevarden till 16sningarna. Genom att vanda och vrida pa figuren inser man
dock i detta fall att det bor finnas tre lésningar; nira punkterna (2,0, 0), (0,2, 0)
resp. (1,2,0). Lat oss bestamma dessa lite battre med hjilp av fsolve;

>> f=0(x) [f1(x(1),x(2),x(3)),
f2(x(1),x(2),x(3)),
£3(x(1),x(2),x(3))]
>> losnl=fsolve(f,[2,0,0])
>> losn2=fsolve(f, [0,2,0])
>> losn3=fsolve(f,[1,2,0]) O

Det gar aven bra att anvinda kommandot fsolve for att 16sa system med fler
an tre ekvationer och obekanta.



2.3 Gradientmetoden for optimering

Vi skall borja detta avsnitt med att undersoka den geometriska betydelsen av
gradienten till en funktion. Lat oss t.ex. betrakta funktionen

60 — 2y? — 4y — z*

flx,y) = 50

Vi borjar med att generera tva koordinatmatriser X och Y;

>> x=linspace(-2,2,20) ;y=linspace(-1,3,21);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

och berdknar sedan funktionsvirdena;

>> £=0(x,y) (60-2%y. 2-4*x.*xy-x.74)/20;
>> Z=f(X,Y);

Eftersom f(z,y) = (—y — 2°)/5 och f/(z,y) = (—=y — x)/5 kan vi berdkna
gradienten i varje punkt i rutnitet med foljande kommandon;

>> fx=0(x,y) (-y-x.73)/5; fy=@(x,y) (-y-x)/5;
>> GX=£fx(X,Y);GY=fy(X,Y);

Alternativt kan vi berdkna de partiella derivatorna (approximativt) med differ-
enskvoter;

>> h=10"(-5);

>> fx=0(x,y) (f(x+h,y)-f(x-h,y))/(2*h);
>> fy=0(x,y) (f(x,y+h)-f(x,y-h))/(2%h);
>> GX=fx(X,Y);GY=fy(X,Y);

Vi kan sedan plotta nivakurvor och gradientvektorer i samma figur med kom-
mandot;

>> contour(X,Y,Z), hold on, quiver(X,Y,GX,GY), hold off

Om man dessutom ger kommandot axis equal blir vinklarna korrekta och man
ser att gradientvektorerna ar vinkelrdta mot nivakurvorna. Om man anvénder
quiver som ovan sa skalar MATLAB om vektorernas langd for att ge en battre
illustration av hur de varierar pa omradet. Vektorernas lingd relativt varandra
stémmer dock. Om man trots allt vill plotta gradientvektorernas faktiska langd
sd kan man ge kommandot quiver (X,Y,GX,GY,0) (préva giarna och jamfor).



Gradienten ar en vektor som pekar i den riktning funktionsviardena okar mest
(se t.ex. avsnitt 12.7 i Calculus, av Adams och Essex). Kraftigare 6kning betyder
langre gradientvektor. Vi kan anvidnda denna observation for stega oss fram mot
storre och storre funktionsvarden tills vi ev. hittar ett maximum. Foljande schema
beskriver denna idé;

(1) Viélja en startpunkt (xy, ).
(2) Berdkna gradienten V f(x1,y1).

(3) Stega fram till nasta punkt (z2,y2) genom;

(2,92) = (z1,91) + - V(21,51
dér r ar ett lampligt (litet) tal.

(Soker vi minimum skall vi istéllet gé i riktningen —V f(z1,71))

(4) Berikna differensen f(zo,y2) — f(z1,y1).

(Troligen kommer f(xzq,y2) att vara storre &n f(z1,y;) om inte r ar for
stort. Faktorn r kan behdvas eftersom funktionen kan vaxa valdigt brant.
Med r = 1 kan man missa maxpunkten helt eller kanske hoppa fram och
tillbaka. Det finns metoder med vilket man kan bestdmma bra val pa r men
vi férdjupar oss inte i det hér)

(5) Upprepa (3) och (4) tills 4ndringen i funktionsvirde i (4) ar tillréckligt liten.

Denna metod for att hitta lokala max/min-punkter kallas ofta for gradientmeto-
den (men bendmns mer vanligen pa engelska med "method of steepest decent”).
Nedanstaende figur illustrerar hur man med denna metod successivt kan narma
sig en extrempunkt (startpunkten &r markerad med rott och efterfoljande steg
med gront).




Lat oss utfora ndgra steg i gradientmetoden pa funktionen ovan (med litet positivt
viarde pa r) och se hur vi narmar oss en maxpunkt. For att tydligt f6lja vad som
hander i varje steg sa illustrerar vi stegen med plottar. Vi borjar med att plotta
grafen till funktionen;

>> surf(X,Y,Z),alpha(0.2),shading interp,hold on

Vi har har valt att halla kvar figurfonstret med kommandot hold on sa att vi
kan plotta fler saker i samma figur (se nedan). Vi har ocksa valt att géra ytan
lite transparant sa att kommande plottar skall synas lite béattre. Vi véljer nu en
startpunkt p = (x1, 1), t.ex.

>> p=[1,2];

Av illustrativa skél plottar vi nivakurvan till f genom (0, 1) och markerar punk-
ten (0,1, f(0,1) med en stjirna;

>> c=f(p(1),p(2));
>> contour(X,Y,Z,[c c]),axis equal

>> plot3(p(1),p(2),c,'r*")
>> plot3([p(1) p(1)],[p(2) p(2)],[0 cD)

Sedan beréknar vi de partiella derivatorna till f(z,y) i (0,1);
>> gx=fx(p(1),p(2));gy=fy(p(1),p(2));

Gradientmetodens ide dr nu att stega fram i gradientens riktning till en ny punkt
q, som forhoppningsvis ligger ndrmare en maximipunkt..

>> r=0.7;
>> q=p+r*[gx,gy]

Lat oss nu dra en linje mellan startpunkten p och den nya punkten ¢ sa att det
tydligt framgar att vi stegat oss fram vinkelrdt mot nivakurvan (i den riktning
for vilket funktionsvirdena véixer snabbast);

>> d=f(q(1),q(2));
>> plot3(q(1),q(2),d,'r*")
>> plot3([p(1) q(1) q(1)]1,[p(2) q(2) q(2)1,[0 0 dI)

Analysera girna narmare genom att forstora och rotera bilden.
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Eftersom skillnaden i funktionsviardena;

>>

diff=d-c

ar relativt stor sa véljer vi att upprepa steg (3) och (4), och eftersom ¢ &r ny
utgangspunkt for vara berdkningar satter vi;

>>

pP=q;

Da ar det bara att upprepa vara kommandon ovan;

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

c=f(p(1),p(2));

contour (X,Y,Z, [c c])
gx=fx(p(1),p(2));gy=fy(p(1),p(2));
q=p+r*lgx,gyl;

d=f(q(1),q(2));

diff=d-c

plot3(q(1),q(2),d,'r*")

plot3([p(1) q(1) q(1)], [p(2) q(2) q(2)],[0 0 d])
p=q

Antag nu att vi vill upprepa iterationen tills skillnaden mellan funktionsvéirdena
i tva efterfoljande steg (diff) ar tillriackligt liten (vilket indikerar att vi kommit
néira ett maximum). Upprepningen underlittas om vi gor en snurra;

while diff>10"(-4)

c=f(p(1),p(2));

contour (X,Y,Z, [c c])
gx=fx(p(1),p(2));gy=fy(p(1),p(2));

q=p+r*[gx,gy]

d=£f(q(1),q(2));

diff=d-c

plot3(q(1),q(2),d,'r*")

plot3([p(1) q(1) q(D]1,[p(2) q(2) q(2)]1,[0 0 dl)
pP=q;

pause(0.5)

end
hold off

Vilken lokal maximipunkt narmar vi oss i detta fall ?
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Gradientmetoden kan naturligtvis &ven anvindas for att hitta max/min av funk-
tioner av fler 4n tva variabler. Lat oss titta pa ett exempel dir funktionen beror
pa tre variabler och dar vi med plottar forsoker illustrera hur metoden stegar sig
fram till ett maximum.

142t 4yt 422
142?42y 4 24

Exempel. Betrakta funktionen f(z,y, 2)

Lat oss borja med att illustrera funktionsviardena utefter nagra plan;

>> £=0(x,y,z) (1+x.72+y.72+z2.72)./(1+x.72+2xy. " 2+z.74);
>> [X,Y,Z]=meshgrid(linspace(-3,3,20));

>> W=f(X,Y,Z);

>> slice(X,Y,Z,W,[-3 0 3],[-3 0 3],[1)

>> shading interp

>> alpha(0.35)

>> axis equal

>> hold on

Foljande snurra illustrerar sedan hur vi med gradientmetoden kan narma oss ett
maximum for funktionen f;

p=[1,1.5,2.5];

diff=1;

h=1e-5;

while diff>0.001
x=p (1) ;y=p(2) ;z=p(3);
grad(1)=(f (x+h,y,z)-f(x-h,y,z))/(2%h);
grad(2)=(f(x,y+h,z)-f(x,y-h,z))/(2%h);
grad(3)=(f(x,y,z+h)-f(x,y,z-h))/(2%h);
q=p+grad;
diff=f(q(1),q(2),q3))-f(x,y,2);
quiver3(x,y,z,q(1)-x,q(2)-y,q(3)~-z,'LineWidth',2)
pP=q;
pause(0.2)

end

hold off

Hér startade vi iterationen i punkten (1,1.5,2.5). Prova girna lite andra start-
punkter och se vad som hénder. 0
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2.4 Andra optimeringsmetoder

Om man vill bestdémma maximi- och minimipunkter till en reellvard funktion av
en variabel kan man t.ex. anvinda kommandot fminbnd. T.ex. ger;

>> f=0(x) x.*sin(x);
>> xmin=fminbnd(f,1,3), ymin=f(xmin)

en lokal minimipunkt (xmin) pa intervallet [1,3] till funktionen f(x) = xsinz,
samt funktionsvéirdet (ymin) i denna minimipunkt.

Notera att fminbnd nédvandigtvis inte ger den punkt déar funktionen antar sitt
minsta viardet pa intervallet, utan bara en lokal minimipunkt, som i exemplet
ovan (plotta grafen till funktionen och verifiera att fminbnd inte gav det minsta
vardet pa intervallet).

Det finns dessvérre inget kommando som pa liknande satt hittar maximum av
funktioner. Detta &r dock inget storre bekymmer ty maximipunkterna till f(x)
ar desamma som minimipunkterna till —f(x). Ett lokalt maxima hittar vi darfor
med foéljande kommandon;

>> g=0(x) -f(x);
>> xmax=fminbnd(g,1,3), ymax=f(xmax)

For att hitta lokala minimipunkter till funktioner av flera variabler kan vi istéallet
anvinda fminunc (om funktionen &r differentierbar) eller fminsearch (om ej
differentierbar). Prova t.ex.

>> £f=0(x) x(1).*sin(x(2))+x(2)-cos(x(1));
>> xymin=fminunc(f, [7,-8]), zmin=f(xymin)

Notera hur vi hér definierat den anonyma funktionen med x(1) resp. x(2) istéllet
for x och y. Som input i fminunc maste man ange en startgissning (i detta fall
punkten (7, —8)) nira den sokta minimipunkten. Utifran detta virde stegar sig
metoden successivt narmare minimipunkten, tills tillracklig noggrannhet uppnas.
Om man vill kan man fa MATLAB att redovisa detaljer om de olika stegen som
fminunc utfor for att hitta minimipunkten (eller snarare en forbéattrad approxi-
mation av minmipunkten). Ge i sa fall f6ljande kommando;

>> options=optimset('Display','iter');
>> xymin=fminunc(f, [7,-8] ,options)

Algoritmen innehéller villkor for nar iterationen skall avbrytas, och om man vill

kan man dndra pa dessa villkor. Den som vill kan ldsa mer om detta t.ex. genom
att ge kommandot help fminunc.

14



Precis som for funktioner i en variabel finns inget firdigt kommando for att
bestdmma maximum av funktioner av flera variabler, utan man studerar istéallet
minimum av funktionen — f. T.ex. ger;

>> g=0(x) -f(x);
>> xymax=fminunc(g, [5,-9]), zmax=f(xymax)

en lokal maximipunkt till funktionen f(x,y) = xsiny + y — cosz i nérheten av
punkten (5, —9). Forsok overtyga dig om att ovanstdende kommandon verkligen
ger lokala maximi- och minimipunkter, genom att plotta funktionsytan och/eller
nivakurvor nira punkterna.

Ett annat alternativ om man soker max/min till en differentierbar funktion av
flera variabler ar att utnyttja det faktum att en max/min-punkt ocksa ar en
stationdr punkt dvs.en punkt dar Vf = 0. For att bestdémma losningar till ett
sadant system av ekvationer kan vi sedan anvinda teknikerna fran avsnitt 2.1
& 2.2. En fordel med denna metod &r att den (férutom max/min) ocksa ger oss
ev. sadelpunkter till funktionen. Lat oss titta pa ett exempel.

Exempel. Betrakta ater igen funktionen f(x,y) = zsiny + y — cosx. De sta-
tiondra punkterna till f(x,y) ar losningar till foljande ekvationssystem;

siny +sinz = 0
zcosy+1 = 0

Losningar kan vi sedan bestdmma med t.ex. Newtons metod (avsnitt 2.1) men lat
oss for enkelhets skull anvinda det fardiga kommandot £solve (se avsnitt 2.2);

>> fun=0(x) [sin(x(2))+sin(x(1)), x(1).*cos(x(2))+1];
>> stat=fsolve(fun, [8,-8])

Forsok verifiera att den punkt som erhélls &r en sadelpunkt till f(z,y). Plotta
t.ex. nivakurvor i en omgivning av punkten och undersok Hessianen till funktionen
f 1 den erhallna punkten. Prova géirna ocksa att byta startpunkt och se om du
lyckas hitta samma max/min-punkter som med fminunc ovan. 0

Ibland vill man bestimma max/min av en funktion f(x) under ett eller flera
bivillkor. Da kan man istéllet anvinda kommandot fmincon. Bivillkoren kan
vara av lite olika typ t.ex. linjara bivillkor av typen Ax < c och/eller Bx = d dér
A, B ar matriser och c¢,d ar vektorer. Man kan ocksa som bivillkor ange enkla
granser pa x av typen 1 < x < u, for nagra vektorer 1, u. Det dr ocksa moéjligt med
icke-linjéra bivillkor av typen g(x) < 0 eller h(x) = 0. Om sadana icke-linjéra
bivillkor finns med sa skall syntax for fmincon vara pa formen;

>> x=fmincon(f,x0,A,c,B,d,1,u,@nonlcon)
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dér £ 4r malfunktionen (angiven som anonym funktion), x0 ar en startapprox-
imation och nonlcon ér en funktionsfil for de icke-linjara funktionerna g och h
som skall ha formen;

function [g,h]=nonlcon(x)
g:g(x(l) ,x(2),...,x(m));
h=h(x(1),x(2),...,x(n));

Normalt har vi inte bivillkor av alla typer pa samma gang i de problem vi vill
losa. D& ersatter vi motsvarande platser i anropet med [].

Liksom fminunc behover fmincon en startapproximation. Vi bor darfor forst bil-
da oss en uppfattning om det 6ver huvudtaget finns nagra max/min-punkter och
var vi i sa fall kan forvinta oss att dessa finns. Ibland kan en plott vara till hjalp
att undersoka detta. Lat oss titta pa ett exempel.

Exempel. Antag att vi soker det storsta och minsta virdet pa funktionen
f(x,y) = zsiny +y(cosx — 1) da (z,y) ligger pa cirkeln (z —4)* + (y — 4)* = 10.

Lat oss borja med att plotta skdrningskurvan mellan funktionsytan z = f(x,y)
och cylindern (z —4)?+ (y —4)? = 10 (betraktad som en ekvation i z,y, z). Detta
kan vi t.ex. astadkomma med foljande kommandon;

>> f=0(x,y) x.*sin(y)+y.*(cos(x)-1);

>> g=0(x,y) (x-4).72+(y-4).72;

>> [X,Y]=meshgrid(0:0.1:8); Z=g(X,Y);

>> g=contour(X,Y,Z,[10,10]);

>> gq=q(:,[2:1length(q)]); x=q(1,:); y=q(2,:);
>> z=f(x,y); plot3(x,y,z),grid

Av figuren framgar tydligt hur funktionsvirdena varierar och att det finns tva
maxima och tva minima. Det kan dock vara lite svart att avldsa var dessa ligger.
En annan figur, som kanske béattre ger oss en uppfattning om var max/min-
punkterna finns, far vi om vi plottar nivikurvan (z —4)? + (y — 4) = 10 tillsam-
mans med ett antal nivakurvor till f;

>> contour(X,Y,f(X,Y)),grid,hold on
>> contour(X,Y,g(X,Y),[10,10]) ,hold off

Genom extrempunkterna vet vi att det gar nivakurvor till f som tangerar cirkeln.
Dessa nivakurvor finns (naturligtvis) inte med i figuren men vi kan uppskatta var
de skulle kunna tangera.
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T.ex.ser det ut som det ligger en minimipunkt néra (7,5). Lat oss anvanda
fmincon for att bestdmma denna extrempunkt ndrmare. Vi borjar da med att
skapa foljande funktionsfil;

function [g,h]=nonlcon(x)
g=[1;
h=(x(1)-4)"2+(x(2)-4)"2-10;

Hér satte vi g=[] eftersom vi inte har nagot bivillkor av typen g(x) < 0.

Sedan hittar vi extrempunkten med;

>> £f=0(x) f(x(1),x(2));
>> x0=[7;5];
>> x=fmincon(f,x0,[]1,[],0],01,[],[],@nonlcon)

Med kommandot ginput kan man istéllet vélja startpunkt genom att klicka pa
en punkt i figurfonstret. Det forenklar en del om man vill prova sig fram och
se vad som hénder for olika startvirden. Ge i sa fall f6ljande kommandon (och
upprepa dem t.ex. med en liten snurra);

>> x0=ginput (1)
>> x=fmincon(f,x0, [1,[],[],[], (], [],@Cnonlcon)

Om man vill bestdimma maximipunkterna sa maste man som tidigare studera
—f. Forsok bestamma alla de fyra extrempunkterna med hjélp av fmincon. Gor
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sedan en ny plott med nivakurvor till f och cirkeln i samma figur (i stil med
ovan), men se till att ocksa fa med nivikurvorna genom extrempunkterna. Det
kan se ut ungefir sa har;

Notera speciellt hur nivakurvorna till f genom extrempunkterna tangerar nivakur-
van (x —4)? + (y — 4)? = 10 (dvs. cirkeln). Eftersom gradienten till f(z,y) och
gradienten till g(z,y) = (r—4)%+ (y—4)? — 10 ar vinkelrita mot resp. nivikurvor
maste de vara parallella i extrempunkterna dvs. V f = AVg, for nagon konstant A.
Denna observation ligger till grund for idén bakom Lagrange multiplikatormetod
(se avsnitt 13.3 i Calculus, av Adams och Essex). Villkoret V f(x,y) = AVg(z,y),
tillsammans med bivillkoret g(z,y) = 0, ger oss ett ekvationssystem med tre ek-
vationer i tre obekanta (x,y och A). Systemen é&r i regel icke-linjéra och kan vara
knepiga (och oftast omojliga) att losa exakt for hand men kan losas approxi-
mativt t.ex. med metoder fran avsnitt 2.1 eller 2.3. I varat exempel ovan erhalls
foljande ekvationssystem;

siny —ysinx —A-2(x—4) = 0
xcosy+cosz—1—N-2(y—4)
(x =4+ (y —4)*

|
o

= 10

For att fa en uppfattning om ev. losningar till ekvationssystemet plottar vi de
delar av ekvationssystemets nivaytor som ligger i omradet 0 < z < 8,0 < y <
8,—4<)A<4

>> e1=0(x,y,z) sin(y)-y.*sin(x)-z.*2.*x(x-4);
>> e2=0(x,y,z) x.*cos(y)+cos(x)-1-z.%2.%(y-4);
>> e3=0(x,y,z) (x-4).72+(y-4).72;

>> [X,Y,Z]=meshgrid(0:0.3:8,0:0.3:8,-4:0.3:4);
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>> clf

>> isosurface(X,Y,Z,el1(X,Y,Z2),0)
>> isosurface(X,Y,Z,e2(X,Y,Z)+5,5)
>> isosurface(X,Y,Z,e3(X,Y,Z),10)

Vi ser att systemet verkar ha fyra 16sningar néra punkterna (6, 2, 0), (7,4, 0), (6,6, 1)
resp. (3,7,0). Detta stimmer dven bra in pa tidigare plottar. Fér att bestimma
losningarna lite narmare anviander vi kommandot fsolve;

>> e=0(x) [el(x(1),x(2),x(3)),
e2(x(1),x(2),x(3)),
e3(x(1),x(2),x(3))-10]

>> losnl=fsolve(e, [6,2,0])

>> losn2=fsolve(e, [7,5,-1])

>> losn3=fsolve(e,[6,7,1])

>> losnd4=fsolve(e, [3,7,0])

Ovan har vi sett tva olika sédtt med vilket vi kan bestimma maximum och min-
imum av funktionen f(z,y) = zsiny + y(cosx — 1) under bivillkoret (z — 4)? +
(y — 4)? = 10. Metoderna ér ganska generella och kan anvindas for andra lik-
nande problem. I vissa fall (som ovan, och i de flesta andra liknande problem
ni kommer stota pa i denna kurs), nér bivillkoret beskriver en méngd som kan
parametriseras, kan problemet dock férenklas. Om vi parametriserar cirkeln enl;

{ r=44++10cost

<t<?2
y=4++10sint ’ Ost<m

och sétter;

g(t) = f(4+V10cost, 4 +/10sint)

sa reduceras problemet till att bestimma maximum och minimum av g(t), for
0 <t < 27m. Detta ar ett extremvardesproblem i en variabel och utan nagra
bivillkor, ett betydligt enklare problem an det ursprungliga. Ett lokalt minimum
finner vi t.ex. med féljande kommandon;

>> £=0(x,y) x.*sin(y)+y.*(cos(x)-1);

>> x=0(t) 4+sqrt(10)*cos(t); y=@(t) 4+sqrt(10)*sin(t);
>> fun=0(t) f(x(t),y(t));

>> tmin=fminbnd (fun,0,2*pi)

>> xmin=x(tmin), ymin=y(tmin), zmin=fun(tmin)

Bestédm aven de Ovriga tre extrempunkterna och jamfér med vad tidigare metoder
gav. 0
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