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4 Vektoranalys

4.1 Vektorfalt

Vi kan illustrera vektorfilt, saval i planet som i rummet, med kommandona
quiver resp.quiver3. Forst maste vi dock skapa ett rutnédt med de punkter i
vilket vi vill sitta pilar (som illustrerar vektorfiltets storlek och riktning i re-
spektive punkt). Det plana vektorfaltet F = xyi+ (z — y)j kan vi t.ex. illustrera
med foéljande kommandon;

>> F1=0(x,y) sin(x.*y); F2=0(x,y) cos(x-y);
>> x=linspace(-3,3,20) ;y=linspace(-3,3,21);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> quiver (X,Y,F1(X,Y),F2(X,Y))

Det ar viktigt att tdnka pa att man inte séatter pilarna for tétt (dvs. har for manga
element i vektorerna x och y). A andra sidan vill man ha tillrickligt med pilar
for att fa en bra uppfattning om vektorfaltets skiftningar. Det kan vara svart att
fa det bra fran borjan och man kan behéva prova sig fram.

Lat oss dven plotta ett vektorfilt i rummet;

>> F1=0(x,y,z) x.73.xy+z.72; F2=0(x,y,z) X.*y. 2+z.72; F3=0(x,y,z) Xx. 2+y. " 2.%z;
>> x=linspace(-3,3,11);y=linspace(-3,3,10) ;z=linspace(-3,3,10);

>> [X,Y,Z]=meshgrid(x,y,z);

>> quiver3(X,Y,Z,F1(X,Y,2),F2(X,Y,2) ,F3(X,Y,Z))

Om man har véljer for manga punkter finns ocksa risken att det tar for lang tid
for MATLAB att plotta figuren (och att det hénger sig), sa var forsiktig nar du
skapar rutnatet med meshgrid. Borja hellre med ett lite grovare rutnat for att
sedan forfina i den man det behovs.



4.2 Faltlinjer och floden

Vi kan aven anvinda MATLAB for att plotta faltlinjer till vektorfélt t.ex. med
hjélp av kommandot streamlines (faltlinjerna kallas ju stromlinjer om vektor-
faltet representerar hastighetsvektorer i ett flode). Man maste da ocksa ange i
vilka startpunkter som féltlinjerna skall borja i. Startpunkterna kan tex. skapas
med meshgrid. Foljande kommandon plottar nagra faltlinjer till vektorféltet
F = 2yi+ (r —y)j i samma figur som vektorféltet sjalvt;

>> x=linspace(-3,3,20) ;y=linspace(-3,3,21);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> Fl=sin(X.*Y); F2=cos(X-Y);

>> quiver (X,Y,F1,F2)

>> [Sx,Syl=meshgrid(-2:0.5:2);

>> streamline(X,Y,F1,F2,Sx,Sy)
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Startpunkterna anges har av matriserna Sx och Sy. Vi kan naturligtvis plotta
faltlinjerna genom samtliga punkter i vilket vi ritat en pil, men da riskerar vi att
figuren blir for plottrig. Prova och avgor sjalv;

>> streamline(X,Y,F1,F2,X,Y)
Det gar édven bra att plotta faltlinjer till vektorfalt i rummet;

>> x=linspace(-3,3,11); y=linspace(-3,3,10); z=linspace(-3,3,10);
>> [X,Y,Z]=meshgrid(x,y,z);

>> F1=X.73.%Y+Z.72; F2=X.*xY."2+7Z.72; F3=X.72+Y."2.%Z;

>> quiver3(X,Y,Z,F1,F2,F3)

>> [Sx,Sy,Sz]=meshgrid(-2:1:2);

>> streamline(X,Y,Z,F1,F2,F3,8x,Sy,Sz)
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Om man vill kan man ocksa vélja startpunkterna for faltlinjerna sa att de ligger
péa en och samma (parametriserad) yta. Prova t.ex.

>> [S,T]=meshgrid(0:0.1:1);

>> 8x=5.72-T; Sy=S+T."2; Sz=3-T;

>> surf (Sx,Sy,Sz)

>> streamline(X,Y,Z,F1,F2,F3,S8x,S8y,Sz)

Startpunkterna kan ocksa ligga pa en nivayta. Prova t.ex.

>> [S,T,R]=meshgrid(-3:0.3:3);

>> G=S.72+T."2+R."2;

>> clf, isosurface(S,T,R,G,1);

>> [p,ql=isosurface(S,T,R,G,1);

>> Sx=q(:,1); Sy=q(:,2); Sz=q(:,3);
>> streamline(X,Y,Z,F1,F2,F3,Sx,Sy,Sz)

Man kan ocksa studera hur partiklar ror sig (utefter filtlinjerna) under inverkan
av vektorféltet;

>> verts = stream3(X,Y,Z,F1,F2,F3,Sx,Sy,Sz);
>> iverts = interpstreamspeed(X,Y,Z,F1,F2,F3,verts,0.01);
>> streamparticles(iverts,30,’animate’, 10, ’FrameRate’,50)

Om man vill illustrera nagon typ av flode/stromning genom en yta sa kan det
racka med att plotta hastighetsvektorer pa sjialva ytan (och inte i det omgivande
omradet). Lat oss titta pa ett exempel.

Exempel. Lt S vara den yta som parametriseras av x = s+t,y = s?—t2, z = st,
0 < st <1ochlat F = (xr—1)i+ 22j — yk vara hastighetsvektorn i en
vétskestromning. Den vétskevolym som strommar genom ytan S ges av norma-
lytintegralen [[g F-N dS. For att illustrera hur strémningen varierar utefter ytan
plottar vi ett antal hastighetsvektorer pa ytan S.

>> [S,T]=meshgrid(0:0.05:1);

>> X=S+T; Y=S.72-T."2; Z=S.%T;

>> surf(X,Y,Z), hold on

>> F1=X-1;F2=2%7Z;F3=-Y;

>> quiver3(X,Y,Z,F1,F2,F3), hold off
>> shading interp, axis equal

Om man &r mer intresserad av hur mycket viatska som strommar genom ytans
olika delar och inte stromningens riktning sa kan man plotta hastighetsvektor-
ernas projektion i normalriktningen. Detta &r lite mer komplicerat men kan t.ex.
utforas med foljande kommandorader.



>> [S,T]=meshgrid(0:0.05:1);

>> X=S+T; Y=S.72-T."2; Z=S.%T;

>> surf(X,Y,Z), hold on

>> [U,V,W]=surfnorm(X,Y,Z);

>> k=sqrt(U. 2+V.72+W."2); U=U./k; V=V./k; W=W./k;
>> [m,n]=size(U); r=m*n;

>> ug=U(1l:r); vg=V(l:r); wg=W(l:r);

>> xq=X(1:r); yg=Y(1l:r); zq=Z(1l:r);

>> pg=dot ([uq;vq;wql, [xq-1;2*zq;-yql);

>> P=ones(size(U)); P(1l:r)=pq;

>> quiver3(X,Y,Z,P.*U,P.*V,P.*W), hold off
>> shading interp, axis equal

Istallet for att plotta normalvektorer till ytan som med sin langd anger stromnin-
gens storlek genom ytan sa kan vi lata firgen pa ytan variera med langden pa
vektorerna (om man inte anger nagot annat sa bestdms fargen pa ytan av hojden
over xy-planet dvs. viardet pa z i resp. punkt). Det kan da vara lattare att se at
vilket hall stromningen sker och hur stor den ar pa ytans olika delar. Istéllet for
att anvinda quiver3 (dvs. den nést sista kommandoraden ovan) sa ger vi i sa fall
foljande kommando;

>> surf(X,Y,Z,P), colorbar, shading interp

Det roda anger stromning genom ytan at det ena hallet och blatt at det andra
hallet. O

4.3 Divergens och rotation av vektorfalt

Tva viktiga begrepp inom vektoranalysen ar divergens och rotation. For ett vek-
torfalt F(x,y, 2) = Fi(z,y,2)i+ Fy(z,y, 2)j + F3(z,y, 2)k ger divergensen;

OF, O0F, L 0F;

divk = ox + oy 0z

ett matt pa vektorfaltets tendens att "strala” ut fran (eller in mot) en viss punkt.
Antag till exempel att vektorfaltet beskriver hastigheten hos molekylerna i en
gas som hettas upp eller kyls ner. I omraden dér gasen expanderar har diver-
gensen ett positivt virde (sadana omraden kallas kéllor) och i omraden dér gasen
komprimeras ar divergensen negativ (sidana omraden kallas sankor).

Divergensen kan i MATLAB berdknas med kommandot divergence och for att il-
lustrera storleken divergensen hos ett plant vektorfilt kan vi t.ex. anvinda contourf;



>> x=linspace(-3,3,30) ;y=linspace(-3,3,31);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> Fl=sin(X.*Y); F2=cos(X-Y);

>> DIV=divergence(X,Y,F1,F2);

>> contourf(X,Y,DIV), hold on

>> quiver(X,Y,F1,F2), hold off

och for vektorfalt i rummet kan vi t.ex. anvinda slice;

>> x=linspace(-3,3,21); y=linspace(-3,3,20); z=linspace(-3,3,20);
>> [X,Y,Z]=meshgrid(x,y,z);

>> F1=X.73.%Y+Z.72; F2=X.*xY. 2+Z.72; F3=X.72+Y."2.%Z;

>> DIV=divergence(X,Y,Z,F1,F2,F3);

>> slice(X,Y,Z,DIV, [3],[3],[-3])

Man kan ocksa anvinda kommandot streamtube som plottar féaltlinjer i form av
tuber. Tjockleken pa tuberna varierar proportionellt mot storleken pa divergensen
utefter resp. faltlinje;

>> [Sx,Sy,Sz]=meshgrid(-2:1:2);
>> streamtube(X,Y,Z,F1,F2,F3,58x,Sy,Sz)




En annan typ av information om vektorfiltet ger rotationen;

curlF = %_@ i+ OFy  OF3 L oF, O0F; ;
dy 0z

0z ox

ox oy

Till skillnad mot divergensen (som &r en skaldr) sa ger rotationen en vektor i
varje punkt. Langden pa vektorn ger ett matt pa vektorfiltets tendens att virvla
i resp. punkt och riktningen pa vektorn beskriver den axel kring vilket det virvlar
mest. For att illustrera storleken pa divergensen hos ett plant vektorfilt kan vi
som ovan t.ex.anvanda contourf;

>> x=linspace(-3,3,30) ;y=linspace(-3,3,31);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> Fl=sin(X.*Y); F2=cos(X-Y);

>> Rz=curl(X,Y,F1,F2);

>> contourf(X,Y,abs(Rz)), hold on

>> quiver (X,Y,F1,F2), hold off

och for vektorfilt i rummet kan vi t.ex. anvinda slice;

>> x=linspace(-3,3,21); y=linspace(-3,3,20); z=linspace(-3,3,20);
>> [X,Y,Z]=meshgrid(x,y,z);

>> F1=X."3.*%Y+Z.72; F2=X.*Y."2+Z.72; F3=X.72+Y.72.%Z;

>> [Rx,Ry,Rz]=curl(X,Y,Z,F1,F2,F3);

>> slice(X,Y,Z,sqrt(Rx. 2+Ry."2.72+Rz."2), [3], [3], [-3])

Man kan ocksa anvinda kommandot streamribbon som plottar faltlinjer i form
av band. Dar bandet vrider sig mycket runt filtlinjen ar rotationen stor;

>> [Sx,Sy,Sz]=meshgrid(-1:1:1);
>> streamribbon(X,Y,Z,F1,F2,F3,Sx,Sy,Sz)

Det kan ta lite tid for MATLAB att utfora berdakningarna och plotta resultatet sa
ha lite talamod. Ténk pa att vara forsiktig med storleken pa matriserna, borja
hellre med en gles indelning och forfina gradvis.



