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Matematik

Transformer och differentialekvationer for M3
Diskret Fouriertransform

Antag att funktionen f(¢) dr uppbyggd av periodiska funktioner med fér oss okiinda frekvenser, men att vi
Onskar bestimma dessa frekvenser. Det vi har till forfogande &r ett antal (N st) observationer av f(t) vid
vissa tidpunkter ¢,,, n = 0, 1,2, ..., N — 1. Vi antar dessutom att dessa tidpunkter &r jamnt férdelade sa att
tn, —tn_1 = A forallan > 0.

Sétt 2(n) = f(t,). Vi skall hir se hur man kan utnyttja den diskreta Fouriertransformen av observationerna
z(n),n=0,1,2,... N — 1 for att bestimma frekvenserna.

Den diskreta Fouriertransformen av en talféljd med N element, x(0), z(1),...,z(N — 1) dr en ny talfoljd
med samma antal element, £(0), £(1),...,Z(N — 1), definierade av

N—1
(k) = Z z(n)w™*",  dirw = /N,

Det finns ocksé en inverstransform
N-1
1
z(n) = N kE_O E(k)whn.

Hir dr pa sin plats att visa att inverstransformen verkligen ger den ursprungliga foljden.
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Hir kan vi utnyttja den geometriska seriens summa: >, ak = 11+a oma # 1. Med a = w™ ™" far vi
dd om r # n:
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Ly tik)wtt = La(n)N = a(n).

Lat oss nu anta att z(n) = f(t,) dir f(t) = e = exp(iQt) och t,, = nA;, 0 < n < N — 1. Dd &r
x(n) = exp (iQnA;). Vi later Matlab beriikna transformen av x(n). I Matlab skrivs transformen f f t som
dr en forkortning av Fast Fourier Transform. Ordet Fast syftar hir pa att en speciellt snabb beridkningsrutin
anvinds, en rutin som fungerar bist da antalet element i f6ljden &r en potens av 2.

Som illustration ricker det med ett litet antal element; vi viljer N = 8 = 23. Vidare tar vi A; = 2 och
QO =m/6.

Foljden dr da:

2 = [1.0000, 0.5000 + 0.86604¢, —0.5000 + 0.8660¢, —1.0000,
— 0.5000 — 0.86604, 0.5000 — 0.8660¢, 1.0000, 0.5000 + 0.86604]

Punkterna visas i vidstaende plot.

Transformen ér:

y = fit(x) = [1.5000 + 0.8660¢, 4.0391 + 5.26384,
—0.8660 — 3.2321¢, 0.1857 — 1.41044, 0.5000 — 0.8660¢,
0.6930 — 0.53184, 0.8660 — 0.2321¢, 1.0823 + 0.1425]

Denna visas i vidstaende plot.



Diskret Fouriertransform sid. 2 av 3

Vi beriknar ocksa inverstransformen

ifft(y) = [1.0000, 0.5000 + 0.8660¢, —0.5000 + 0.8660i, —1.0000 + 0.0000¢, —0.5000 — 0.86604,
0.5000 — 0.86604, 1.0000 — 0.0000z, 0.5000 + 0.86603]
och ser att den dr x som vintat.

Av grafen ovan ser det ut som att punkterna i transformen ligger pa en rit linje (som inte gar genom origo).
Har den nagot med 2 att gora?

Vi ritar ett par bilder till som il-
lustrerar foljden y = fit(z), dels
absolutbeloppet abs(y), dels argu-
mentet angle(y). For att gora bil-
derna tydligare forbinds punkterna
med linjer.

Hiir ser vi att storsta vérdet for |y| erhélls for det andra elementet. Dér gor ocksa argumentet ett hopp fran
ungefir 1 till ungefiar —2. Finns det nagot samband? Samband med 2?

Vi ritar ett par grafer som ytterligare illustrerar de fenomen som observerats ovan. I nedanstdende figurer
dver absolutbeloppet av transformen &r A, i tur och ordning 2 (som ovan), 8, 11.25 och 14.

Det vi ser &r att storsta virdet erhalls for det andra elementet dd A; = 2, for det sjitte elementet da A, = 8
och for bade det forsta och attonde elementet da A; = 11.25. Da A; = 14 erhalls exakt samma figur som
For att om mojligt reda ut detta sa forsoker vi berikna transformen for hand:

N-1 N-1 N-1 N-1
i‘(kﬁ) _ Z x(n)w—kn _ Z ei(QnAt—%) _ Z ei(QAt—z’“T”)n _ Z (eigk)n’
n=0 n=0 n=0 n=0

dir 9k = QAt — %Tﬂ-
Geometriska seriens summa ger att

6) 1 — ¢iNOk 1 — (i(NQA —2km) 1 — ¢iNQA, eiNQAt/Q(e—iNQAt/Q _ eiNQAt/2)
x = = = =

1_ ¢ibn 1_ ¢ibn 1_ ¢ibn €101 /2(e=10x/2 — ¢ifi/2)
_ Z2sinNOAY2 van,j2-0./2) _ SIMNOQAY2 (v_1jan,j2+4z)
—2isin 6, /2 sin 6y, /2

sin(NQA,/2)

sin(0x/2) |
Hiir varierar sin(NQA;/2) inte med k, sa vi ser att |£(k)| dr som storst dé sin(6 /2) dr nira noll, dvs da
O = QA — 225 ~ 2mr for ndgot heltal m.
Lat oss undersoka de fyra exempel som vi illustrerat ovan dir Q = 7/6, A; = 2, 8, 11.25 och 14. I forsta
fallet dr QA; = 7/3 = %%’T. Det heltal som &r ndrmast % ar 1. Detta innebdr att foljdens andra element
har storst belopp, precis som vi ser i grafen. Notera att foljden skall ha index 0,1, 2, ..., N — 1. Detta ger
forskjutningen ett steg.
I det andra fallet dr QA; = 47/3 = 02T Det heltal som &r nérmast <0 dr 5. Detta innebir att foljdens

38"
sjatte element har storst belopp.

Av detta ser vi genast att |Z:(k)| =
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I det fjdrde fallet dr QA; = 7w /3 =27+ 7/3 =27 + § 2; , vilket forklarar varfor vi ser toppen vid plats
2 igen. Att QA i de tva fallen Ay = 2 och A; = 14 skiljer sig at med 27 implicerar att transformerna i
dessa fall &r lika.

I det tredje fallet 4r QA; = 11.257/6 = 22 5 2” , vilket forklarar toppen vid det attonde elementet. For
att forsta toppen vid forsta elementet maste vi observera att vinkeln 11.257 /6 ligger mitt emellan 72—7r och

2m + 02” En liten fordndring av A; skulle ge att en av topparna skulle férsvinna.

Ater till den generella analysen. Lat oss vilja A; s att QA; < 7. Detta kriver naturligtvis viss kinnedom
om storleken pé’l Q). D4 k varierar, sa varierar 0, = QA;— 2”k fran QA; < wtill QAt—Qw—i— > =27+ %\’;
i steg om %%. Den ndrmaste heltalsmultipeln av 27 ar O Lat ko vara det k-virde for v11ket 0 ligger
niarmast 0. (I undantagsfall kan det finnas tva k-virden som é&r lika bra, ko och kg + 1.) Da ¢ ar 9k0 = ¢, dar
|6] < % Grafen till |Z(k)| kommer att visa en tydlig topp vid k = ko. Vi har 2 = 27”“0 > + A—, sd att 27”“’
approximerar {2 med ett fel som #r hogst VA

For negativa (), eller hellre for f(t) = e, dir fortfarande 0 < QAt < , far vi toppen for k = N — k.
Eftersom transformen #r linjér s kommer med f(t) = cos Qt = (¥ + e*¥) eller f(t) = sin U =
3 (€ — e~ transformen |2 (k)| att 4 ett maximum vid ko som ovan fér termen e*** och ett vid N — kg
for e~**. Dessa kommer att ligga symmetriskt, si darfor ricker det att studera |&(k)| for k < &. Detta

giller generellt for reella funktioner, ty det framgar direkt ur definintionen av & (k) att (N — k) = m for
reella 2(n). Om f(¢) dr sammansatt av flera frekvenser s kommer transformen att visa en topp for varje
frekvens, forutsatt att kravet 0 < QA; < 7 dr uppfyllt for alla frekvenserna. Detta krav kan formuleras
med hjilp av perioderna i stillet: 0 < A; < Tyin /2 dér Ty, r den kortaste perioden for de dverlagrade
sviangningarna. Den som har studerat signalbehandling kinner igen detta villkor fran samplingssatsen:
samplingsfrekvensen - A, skall vara storre dn 2 ganger den storsta forekommande frekvensen Tmm

Svaret pa den inledande frigan dr att man kan visa att punkterna Z:(k) verkligen ligger pa en rit linje i det
komplexa planet, nimligen den linje som gar genom punkten (1, 0) och har riktningsvinkeln NQA, /2.

1_eN(=B+i6y) .
lie_w, dir ﬁ = aAt och Hk

Med z(t) = e(~9+*Dt g3 erhalles med kalkyler som ovan att &(k) =

som ovan. Omskrivning leder till

1—e NP2 4 4e=NBsin%(NO,/2)
(1 —e=B)2 + 4e=Psin?(0,/2)

(k) ? = ¢

Maximum for |£(k)| erhélls som ovan, men vi ser ocksa att vid stor ddmpning &r |Z(k)| ~ 1 for alla k. Vid
mattlig ddmpning ges frekvensen som ovan.

Vi har hir utnyttjat Matlab for transformering mm. Givetvis kunde vi istillet utnyttjat Mathematica, dir
transformen kallas Fourier.



