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Transformer och differentialekvationer for M3 2007
Inlamningsuppgift 3. Sturm-Liouvilles egenvardesproblem.

I denna uppgift skall du arbeta med foljande egenvirdesproblem av Sturm-Liouvilles typ:

—y"(x) = Ma + bz + cz?)y(x)
a1y'(0) — azy(0) =0
bry'(1) + bay(1) = 0

De virden pa a,b,c,... som du skall anvinda finner du i ditt personnummer: zzzabc—aiasbibs. Alla
nollor maste du ersitta med 10:or.

1. Bestim med metoden i kompendiet sid. 54-55 dels ett intervall som innehaller det minsta egenvérdet,
dels ett intervall som innehaller det nést minsta egenvirdet till egenvirdesproblemet ovan. Observera att
formeln pa sidan 55 inte kan tillimpas. Man maste "16sa” en transcendent ekvation f(z) = 0. Det finns
exempelvis ett Matlab-kommando *fsolve’ och ett Mathematica-kommando *FindRoot” som kan anviéndas.
Egentligen 4r man inte sa intresserad av ndgon storre precision i 16sningen, sa det kan ricka med att man
plottar f(x) och lidser av intervall som innehéller rotterna. Det dr i sé fall bést att skriva ekvationen s att
f () inte har ndgra singulariteter.

2. Bestdm med hjilp av iteration och Schwarz’ kvoter det minsta egenvérdet till problemet ovan. Utnytt-
ja de intervall du bestdimde i deluppgift 1 dels for att kontrollera rimligheten i det virde for A,,;, som
iterationsmetoden ger dig, dels for att uppskatta noggrannheten i detta virde med hjdlp av Sats 5.7b i
kompendiet. Sats 5.7a ger en viss kontroll av att iterationsprogrammet gor vad det skall. Iterationen skall
avbrytas da relativa felet i egenvirdet (enligt feluppskattningen i Sats 5.7b) #r hogst 1076,

Eftersom viktfunktionen w(z) = a + bx + cx? ir ett polynom s& kommer alla funktionerna uy () ocksd
att vara polynom under forutsittning att startfunktionen viljs som ett polynom. I forsta steget bestims ett
andragradspolynom ug(z) = 22 + ¢12 + co som uppfyller randvillkoren. Vi kan nu beriikna den forsta
Schwarzkonstanten ay = fol [ug(x)]?w(z) dx. Tterationen innebir sedan att man for k = 1,2, ... 1oser
ekvationen —y” = w(x)ug_1(x) med randvillkor. Sedan kan man berikna tva nya Schwarzkonstanter

aok_1 = fol up—1(x)ug(z)w(x) dzx och agy, = fol [ur(z)]?w(zx) dz, och tvd nya Schwarzkvoter pigr_1 =
% och pop = % Eftersom samma operationer skall goras flera ganger, definierar vi limpligen en
procedur for detta. I Mathematica dr en procedur helt enkelt en f6ljd av kommandon inuti en parentes. Om
vi vill bygga upp en lista av Schwarzkonstanter har man glidje av kommandot AppendTo, som utdkar
en lista med ett element pa slutet. Ett enkelt exempel kan illustrera idén: Iterera formeln sy 1 = % + %

utgdende fran sqg = 1 och bygg upp en lista av resultaten.

s={1.};
iter:=(sl=s[[-1]]/2+1/s[[-1]]; AppendTo[s, s1])

Ge kommandot i t er nagra ganger och se pa resultatet. Skapa pa liknande sitt en lista av Schwarzkvoterna.
Uppskatta det relativa felet (1 — A1)/ enligt Sats 5.7b (m himtas fran deluppgift 1). Det kan ju vara
intressant att se hur polynomen allt bittre uppfyller uy(z) = A~luj_1(x) genom att titta pa grafen till
kvoten uy—1(x)/ug(x).



