Googles sidrankning - linjar algebra vart en
formogenhet

Stefan Lemurell

Stefan Lemurell Googles sidrankning - linjar algebra vart en férmogenhet



Sdkmotorer
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Sdkmotorer

Utifran anvandarens sokord lista de mest relevanta webbsidorna.
Dessutom i en ordning som motsvarar graden av relevans for
anvandaren.
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Sdkmotorer

Forutsattningar

En forsta forutsattning ar att man har en (alltid) aktuell databas
med nddvandig information om “alla” sidor p& internet.
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Sdkmotorer

Forutsattningar

En forsta forutsattning ar att man har en (alltid) aktuell databas
med nddvandig information om “alla” sidor p& internet.
Intressantare (ur matematiksynpunkt) ar den efterfoljande
fragestallningen:
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Sdkmotorer

Forutsattningar

En forsta forutsattning ar att man har en (alltid) aktuell databas
med nddvandig information om “alla” sidor p& internet.
Intressantare (ur matematiksynpunkt) ar den efterfoljande
fragestallningen:

Hur kan man vaska fram guldkornen ur denna “sérja” av miljarder
webbsidor.
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Sdkmotorer

Natet ar stort

e Sokmotorer indexerar ungefar 50 miljarder sidor (2012).
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Sdkmotorer

Natet ar stort

e Sokmotorer indexerar ungefar 50 miljarder sidor (2012).

o | stort sett varje sokning ger tusentals eller miljontals traffar.
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Sdkmotorer

Natet ar stort

e Sokmotorer indexerar ungefar 50 miljarder sidor (2012).
o | stort sett varje sokning ger tusentals eller miljontals traffar.

@ Hur ska man lyckas presentera de sidor som &r mest
intressanta?
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Sdkmotorer

Fore 1998

D& byggde sokresultaten enbart pd innehéllet i varje sida.

o Sokte efter sdkorden i titel, nyckelord, adress och i texten.
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Sdkmotorer

Fore 1998

D& byggde sokresultaten enbart p& innehallet i varje sida.
o Sokte efter sdkorden i titel, nyckelord, adress och i texten.

@ Rangordningen mellan sidor byggde bara p& hur viktiga
sokorden var for olika sidor. Inte hur “viktiga” sidorna sjilva
var.
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Sdkmotorer

Fore 1998

D& byggde sokresultaten enbart p& innehallet i varje sida.
o Sokte efter sdkorden i titel, nyckelord, adress och i texten.

@ Rangordningen mellan sidor byggde bara p& hur viktiga
sokorden var for olika sidor. Inte hur “viktiga” sidorna sjilva
var.

@ Man fick vara klurig for att hitta en s6kning som séllade ut de
sidor man var intresserad av.
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Sdkmotorer

Fore 1998

D& byggde sokresultaten enbart pd innehéllet i varje sida.

Sokte efter sokorden i titel, nyckelord, adress och i texten.

Rangordningen mellan sidor byggde bara p& hur viktiga
sokorden var for olika sidor. Inte hur “viktiga” sidorna sjilva
var.

Man fick vara klurig for att hitta en s6kning som séllade ut de
sidor man var intresserad av.

Mot slutet bérjade nitet bli s& stort att sokmotorerna var i det
narmaste virdeldsa.
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Sdkmotorer

Revolutionen 1998

o Sokmotorn Google kom i beta-version 1998 och ret efter
slapptes en officiell version.
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Sdkmotorer

Revolutionen 1998

o Sokmotorn Google kom i beta-version 1998 och ret efter
slapptes en officiell version.

@ Plotsligt fanns det en sékmotor dar sidorna du var intresserad
av |&g hogt upp pa forsta sidan och inte (i basta fall)
ndgonstans p4 sidan 8.
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Sdkmotorer

Revolutionen 1998

o Sokmotorn Google kom i beta-version 1998 och ret efter
slapptes en officiell version.

@ Plotsligt fanns det en sékmotor dar sidorna du var intresserad
av |&g hogt upp pa forsta sidan och inte (i basta fall)
ndgonstans p4 sidan 8.

o Kandes som ett mirakel!
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Sdkmotorer

Inget mirakel ...

. utan smart anvdnding av ca 100 & gammal matematik.
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Sdkmotorer

|dén i korthet

@ Utnyttja den struktur som ldnkarna mellan sidorna ger.
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Sdkmotorer

|dén i korthet

@ Utnyttja den struktur som ldnkarna mellan sidorna ger.

@ Modellera detta med en riktad graf.
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Sdkmotorer

|dén i korthet

@ Utnyttja den struktur som ldnkarna mellan sidorna ger.
@ Modellera detta med en riktad graf.

@ Anvinda en matris M som svarar mot slumpvandring pa denna

graf.
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Sdkmotorer

|dén i korthet

@ Utnyttja den struktur som ldnkarna mellan sidorna ger.
@ Modellera detta med en riktad graf.

@ Anvinda en matris M som svarar mot slumpvandring pa denna
graf.

@ Perron-Frobenius sats: M* har egenvirdet 1 och dess
egenvektor v har bara positiva element.
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Sdkmotorer

|dén i korthet

Utnyttja den struktur som ldnkarna mellan sidorna ger.

Modellera detta med en riktad graf.

Anvédnda en matris M som svarar mot slumpvandring p& denna
graf.

Perron-Frobenius sats: M har egenvardet 1 och dess
egenvektor v har bara positiva element.

Vektorn v ger en rankning av alla sidor.
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Matematik

Outline

© Matematik
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Matematik

Outline

© Matematik
@ Grafteori
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Matematik

En graf bestdr av en miangd V med noder och en mingd E med
kanter. Bildligt kan man tanka sig noderna som punkter och en
kant som en kurva mellan tvd noder.

Tl

2
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Grafteori

Matematik Linia
injar

Graf som modell

Grafer kan anvdandas som modell f6r ménga skiftande fenomen
sdsom
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Grafteori

Matematik Linia
injar

Graf som modell

Grafer kan anvdandas som modell f6r ménga skiftande fenomen
sdsom

o Natverk
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Grafteori

Matematik Linia
injar

Graf som modell

Grafer kan anvdandas som modell f6r ménga skiftande fenomen
sdsom

o Natverk

@ Transportférbindelser
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Grafteori

Matematik Linia
injar

Graf som modell

Grafer kan anvdandas som modell f6r ménga skiftande fenomen
sdsom

o Natverk
@ Transportférbindelser

o Datastrukturer
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Grafteori

Matematik Linjar algebra

Exempel p& sociala natverk

L&t V vara miangden av alla personer som publicerat minst en
artikel i en matematisk tidskrift. Det finns en kant mellan tvd
personer i VV om de publicerat en artikel ihop.

Eller, I8t V vara alla personer som har ett konto p& LinkedIn och
det finns en kant mellan tvad personer om de har “anknyntning”.
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Grafteori

Matematik Linia
injar

Riktad graf

| en riktad graf ar kanterna “enkelriktade”.

I ,

Stefan Lemurell Googles sidrankning - linjar algebra vart en férmogenhet



Grafteori

Matematik Linia
injar

Riktad graf som modell

Riktade grafer kan anvandas som modell for
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Matematik

Riktad graf som modell

Riktade grafer kan anvandas som modell for

@ Vignat. Noderna ar “korsningar” och kanter dr vagstumpar
(som ju kan vara enkelriktade) mellan korsningar.
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Matematik

Riktad graf som modell

Riktade grafer kan anvandas som modell for

@ Vignat. Noderna ar “korsningar” och kanter dr vagstumpar
(som ju kan vara enkelriktade) mellan korsningar.

@ Internet. Noderna bestdr av sidor och kanterna ar lankar
mellan sidor.
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Matematik

Végar och avsténd

En vag i en graf ar en f6ljd av kanter (som ligger “efter varandra”)
och avstidndet mellan tvé noder ar lingden pé& den kortaste vigen.
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Grafteori

Matematik Linjar algebra

Erdos-talet

Paul Erdds dr den mest produktive (rdknat i antal publicerade
artiklar) matematikern genom tiderna och han skrev minst en
artikel tillsammans med totalt 511 andra matematiker. Det finns
alltsd 511 kanter frdn honom till andra noder i grafen dar V ar
mangden av alla personer som publicerat minst en artikel i en
matematisk tidskrift och en kant mellan tva personer i V om de
publicerat en artikel ihop.
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Grafteori

Matematik Linjar algebra

Erdos-talet

Paul Erdds dr den mest produktive (rdknat i antal publicerade
artiklar) matematikern genom tiderna och han skrev minst en
artikel tillsammans med totalt 511 andra matematiker. Det finns
alltsd 511 kanter frdn honom till andra noder i grafen dar V ar
mangden av alla personer som publicerat minst en artikel i en
matematisk tidskrift och en kant mellan tva personer i V om de
publicerat en artikel ihop.

En persons Erdés-tal dr avstdndet fran personen till Erdés i denna
grafen.
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Grafteori

Matematik Linjar algebra

Végar pa internet

En vag fran en sida A till en annan sida B i den riktade grafen som
representerar internet dr ett satt att klicka sig fran A till B.
Avstandet mellan A och B &r minsta antalet klick frén A till B.
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Grafteori

Matematik Linia
injar

Sammanhdngande

Man sager att en graf &r sammanhangande om det finns vig mellan
varje par av noder.
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Grafte

Matematik Linia
injar

Slumpvandring pd graf

En slumpvandring p8 en graf dr, precis som det l&ter, att man tar
sig fran nod till nod via kanter som viljs slumpmassigt.

Tl 2
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fteori

Matematik
algebra

Outline

© Matematik

@ Linjar algebra
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Grafteori

Matematik Linjar algebra

Egenvarden och egenvektorer

Om M 3&r en kvadratisk matris s sager man att v ar en egenvektor
till M med egenvirdet A om Mv = Av.
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Grafteori

Matematik Linjar algebra

Egenvarden och egenvektorer

Om M 3&r en kvadratisk matris s sager man att v ar en egenvektor
till M med egenvirdet A om Mv = Av.

Med andra ord s& dndrar inte M riktningen pd v (mdjligen motsatt
riktning om A dr negativt).
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Grafteori

Matematik Linjar algebra

Egenvarden och egenvektorer

Om M 3&r en kvadratisk matris s sager man att v ar en egenvektor
till M med egenvirdet A om Mv = Av.

Med andra ord s& dndrar inte M riktningen pd v (mdjligen motsatt
riktning om A dr negativt).

Exempelvis har en identitetsmatris / alla vektorer som egenvektor
med egenvidrdet 1 och en matris som svarar mot rotation kring
origo i planet saknar (reell) egenvektor.
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Matematik

Grannmatris

For en graf med n noder dr grannmatrisen den n x n-matris A vars
element definieras genom

1 om kant mellan nod i och nod j (fran nod i till nod j),
a; =
/ 0 annars.
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Grafteori

Matematik Linjar algebra

Exempel p& grannmatris

har grannmatrisen

0 0 01
0 011
01 01
1110
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Grafteori

Matematik Linjar algebra

Exempel p& grannmatris

har grannmatrisen

0 00O
0 01O
0 00O
1110
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Matematik

Overgéngsmatris

For slumpvandringen p& en graf med n noder ar dvergdngsmatrisen
den n x n-matris A vars element definieras genom

ajj = sannolikheten att man gér till nod j om man &r i nod i.
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Grafteori

Matematik Linjar algebra

Exempel pd overgdngsmatris

har Gvergangsmatrisen

0o 0 0 1
0 0 1/2 1/2
0 1/2 0 1/2
1/3 1/3 1/3 0
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Grafteori

Matematik Linjar algebra

Exempel pd overgdngsmatris

har Gvergangsmatrisen

1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 1 0

1/3 1/3 1/3 0
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Grafteori

Matematik Linjar algebra

Perron-Frobenius sats

Sats som bevisades i 2 steg av Oskar Perron (1907) och Ferdinand
Georg Frobenius (1912).

| detta sammanhanget sdger satsen:

Om A &r dvergdngsmatrisen for en slumpvandring p& en
sammanhingande graf, s& galler for transponatet A® att denna
matris har egenvirdet 1 med en unik egenvektor v. Dessutom giller
att alla andra egenvirden till A® har absolutbeloppet mindre an 1
och alla element i v &r positiva.
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Googles sidrankning (PageRank)

Outline

© Googles sidrankning (PageRank)
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Googles sidrankning (PageRank)

Ranka sidor efter viktighetsgrad

@ Man brukar lanka till sidor som ar viktiga. Ju fler som lankar
till en sida, desto viktigare ar den.
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Googles sidrankning (PageRank)

Ranka sidor efter viktighetsgrad

@ Man brukar lanka till sidor som ar viktiga. Ju fler som lankar
till en sida, desto viktigare ar den.

@ Léankar frn en sida som bara lankar till ndgra fa utvalda ar
viktigare @n lankar frén en sida som lankar till manga sidor.
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Googles sidrankning (PageRank)

Ranka sidor efter viktighetsgrad

@ Man brukar lanka till sidor som ar viktiga. Ju fler som lankar
till en sida, desto viktigare ar den.

@ Léankar frn en sida som bara lankar till ndgra fa utvalda ar
viktigare @n lankar frén en sida som lankar till manga sidor.

o Viktiga sidor lankar till viktiga sidor. (Det ar battre att ha
lankar fran viktiga sidor &n fr&n mindre viktiga sidor.)
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Googles sidrankning (PageRank)

En formel for vikten, version 1

Lat v(P;) vara vikten for sidan P;. Vi vill ligga ihop antalet lankar
till den sida P; vi ska rakna ut vikt(ighet)en for. Om B; &r mangden
av sidor som lankar till P; och #(P; — P;) antalet lankar fran sidan
P; till sidan P; far vi

v(P) =Y #(Pj— P).

PjEB,‘

P& detta satt blir det vildigt 13tt att skapa sidor med hog vikt.
Dessa vikter svarar mot att valja godtycklig lank pa nitet och f6lja
den.
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Googles sidrankning (PageRank)

En formel for vikten, version 2

Antag att samtliga sidor har vikt 1 att fordela till de sidor de lankar
till. D& kommer varje lank fran sidan P; med /; lankar bara ge
vikten 1/4; till den sida lanken gar till. Vi far

YOED #(Pf; Fi),
PieB; J

Nagot svérare att skapa sidor med hog vikt, men med hjilp av
manga sidor gdr det. Svarar mot att valja godtycklig sida p& natet
och félja slumpmissig kant fr&n den sidan.
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Googles sidrankning (PageRank)

En formel for vikten, version 3

Vi later nu varje sida f& sin egen vikt att fordela till de andra
sidorna. Om P; har ¢; lankar, s3 ger varje lank vikten v(P;)/¢; till
den sida den leder till. Om B; d&r mangden av sidor som lankar till
P; far vi d&

v(P;)#(P; — P;
V(P,‘): Z ( J) (EJJ )
P;€B;
Svarar mot att véilja en godtycklig sida och sedan upprepade ganger
folja en slumpmissig kant. En slumpvandring p& internet!
Nu gar det inte ldngre att sjdlv ge hog vikt 3t egna sidor. Men vi
far ett annat problem.
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Googles sidrankning (PageRank)

En formel for vikten, version 3

Vi later nu varje sida f& sin egen vikt att fordela till de andra
sidorna. Om P; har ¢; lankar, s3 ger varje lank vikten v(P;)/¢; till
den sida den leder till. Om B; d&r mangden av sidor som lankar till
P; far vi d&

v(P;)#(P; — P;
V(P,‘): Z ( J) (EJJ )
P;€B;
Svarar mot att véilja en godtycklig sida och sedan upprepade ganger
folja en slumpmissig kant. En slumpvandring p& internet!
Nu gar det inte ldngre att sjdlv ge hog vikt 3t egna sidor. Men vi
far ett annat problem.
Vi maste rikna ut alla vikter samtidigt!
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Googles sidrankning (PageRank)

Nitet som en graf
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Googles sidrankning (PageRank)

.och som (transponatet av) en Gvergdngsmatris

e /201213 0 0 0 O
20 0 0 0 0 0 O

Ho|0 10 o 00 0 o

00012130 0 13 0

000 0 13130 0 1/2

000 0 0 130 0 1/2

00 131 1/3 0
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Googles sidrankning (PageRank)

Viktformel som matrismultiplikation

Viktformeln v(P;) = ZPjeB- V;j) anger, till exempel for Py, att
! J

V(Py) = V(g’l) n V(;’s) N V(§4)‘

~roococococoo
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Googles sidrankning (PageRank)

Viktformel som matrismultiplikation

Viktformeln v(P;) = ZP,-eB,- V(Zj) anger, till exempel for Py, att

V(Py) = V(g’l) n V(;’s) N V(§4)‘

Det &r precis s8§ som matrismultiplikation fungerar. Om vektorn v
bestér av vikterna (v(P1), v(P2),...,v(Pg)), s& far vi som resultat
Hv =

~rocococococoo
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Googles sidrankning (PageRank)

Viktformel som matrismultiplikation

Viktformeln v(P;) = ZP,-eB,- V(Zj) anger, till exempel for Py, att

v(P1) | v(Ps) | v(Pa)
Py) = .
v(P2) > + > + 3
Det &r precis s8§ som matrismultiplikation fungerar. Om vektorn v
bestér av vikterna (v(P1), v(P2),...,v(Pg)), s& far vi som resultat

Hv = v.

~rocococococoo
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Googles sidrankning (PageRank)

Att rdkna ut alla vikterna samtidigt

Det ar vektorn v som innehéller vikterna. Vi vill hitta v s3 att
Hv = v. Med andra ord ska v vara en egenvektor med egenvirdet 1.
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Googles sidrankning (PageRank)

Att rdkna ut alla vikterna samtidigt

Det ar vektorn v som innehéller vikterna. Vi vill hitta v s3 att

Hv = v. Med andra ord ska v vara en egenvektor med egenvirdet 1.
Det &r l3tt att berdkna egenvektorer till mycket sm& matriser: Man
definierar ett polynom av samma grad som matrisens storlek, med
koefficienter fran matrisen, och hittar sedan nollstillen till
polynomet. For Google blir det ett polynom av grad 50 miljarder.
Huga!
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Googles sidrankning (PageRank)

En speciell matris

Matrisen H ar speciell p& flera satt.

=0
1201212 0 0 0 O

20 0 0 0 0 0 O

H_|0 10 8 0o 0 o

000 121/3 0 0 13 0

000 0 13130 0 1/2

000 0 0 130 0 1/2

00 Y31 1/3 0
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Googles sidrankning (PageRank)

En speciell matris

Matrisen H ar speciell p& flera satt.
@ Den har inga negativa varden.

000 0 0 013 0
1201212 0 0 0 O
20 0 0 0 0 0 O
H_|0 10 8 0o 0 o
000 121/3 0 0 13 0
000 0 13130 0 1/2
000 0 0 130 0 1/2
00 Y31 1/3 0
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Googles sidrankning (PageRank)

En speciell matris

Matrisen H ar speciell p& flera satt.

@ Den har inga negativa varden.
@ Kolumnerna summerar till 1.

000 0 0 013 0
1201212 0 0 0 O
20 0 0 0 0 0 O
H_|0 10 8 0o 0 o
000 121/3 0 0 13 0
000 0 13130 0 1/2
000 0 0 130 0 1/2
00 Y31 1/3 0
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Perron-Frobenius sats

For en matris H med icke-negativa element vars kolumner
summerar till 1 giller att
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Perron-Frobenius sats

For en matris H med icke-negativa element vars kolumner
summerar till 1 giller att

@ den har egenvardet 1 med unik egenvektor;
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Googles sidrankning (PageRank)

Perron-Frobenius sats

For en matris H med icke-negativa element vars kolumner
summerar till 1 giller att

@ den har egenvardet 1 med unik egenvektor;

o alla andra egenvdrden A uppfyller |A| < 1;
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Googles sidrankning (PageRank)

Perron-Frobenius sats

For en matris H med icke-negativa element vars kolumner
summerar till 1 giller att

@ den har egenvardet 1 med unik egenvektor;
o alla andra egenvdrden A uppfyller |A| < 1;

@ egenvektorn till egenvdrdet 1 har bara positiva element.
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Googles sidrankning (PageRank)

lterera fram viktvektorn

Antag att varje vektor kan skrivas som en summa av egenvektorer:
V = a1V] + axVy + azVv3 + ... + apVy.
Raknereglerna H(vi 4+ v2) = Hvy + Hvy och H(av) = a(Hv) ger d&
Hv = H(aivi + apva + asvz + ... + apvy)
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lterera fram viktvektorn

Antag att varje vektor kan skrivas som en summa av egenvektorer:
V = a1V] + axVy + azVv3 + ... + apVy.
Raknereglerna H(vi 4+ v2) = Hvy + Hvy och H(av) = a(Hv) ger d&
Hv = H(aivi + apva + asvz + ... + apvy)
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Googles sidrankning (PageRank)

lterera fram viktvektorn

Antag att varje vektor kan skrivas som en summa av egenvektorer:
V = a1Vvy + ayVvp + azvsy + ... + apV,.
Raknereglerna H(vi 4+ v2) = Hvy + Hvy och H(av) = a(Hv) ger d&
Hv = H(aivi + aovo + azvz + ... + apvp)
= H(aiv1) + H(axv2) + H(asvs) + ... + H(anvn)
= al(Hvl) + az(HVQ) + 33(HV3) + ...+ a,,(Hv,,)
= a1 \1V1 + a2 AoVo + az\3vz + ...+ apAnv,
H?v = al)\fvl + az)\%vz + a3)\§V3 + ...+ a,,)\f,v,,
H3v = al)\fvl + 32)\3V2 + 33)\§V3 + ...+ a,,A?,v,,

H*v = al)\zl‘V1 + 32)\gv2 + 33)\§V3 + ...+ a,,)\‘,‘,v,,.
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Googles sidrankning (PageRank)

lterera fram viktvektorn

Antag att varje vektor kan skrivas som en summa av egenvektorer:
V = a1Vvy + ayVvp + azvsy + ... + apV,.
Raknereglerna H(vi 4+ v2) = Hvy + Hvy och H(av) = a(Hv) ger d&
Hv = H(aivi + aovo + azvz + ... + apvp)
= H(aiv1) + H(axv2) + H(asvs) + ... + H(anvn)
= al(Hvl) + az(HVQ) + 33(HV3) + ...+ a,,(Hv,,)
= a1 \1V1 + a2 AoVo + az\3vz + ...+ apAnv,
H?v = al)\fvl + az)\%vz + a3)\§V3 + ...+ a,,)\f,v,,
H3v = al)\fvl + 32)\3V2 + 33)\§V3 + ...+ a,,A?,v,,

H*v = al)\zl‘V1 + 32)\gv2 + 33)\§V3 + ...+ a,,)\‘,‘,v,,.

Om Ay = 1 och |\;] < 1f6ri> 2 sa gar H/v mot ajv;.
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Googles sidrankning (PageRank)

Ger egenvektorn en ranking

Eftersom egenvektorn bara innehéller positiva element blir det en

ranking.

000 0 0 013 0
1/2 0 1/21/3 0 0 0 O 0.0600
/20 0 0 0 0O 0 O )
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Googles sidrankning (PageRank)

En slutgiltig formel for vikten

| sjdlva verket s& infor man en dampningsfaktor for att ta hand om
det faktum att nitet inte &r sammanh&ngande och att vissa sidor
saknar utg8ende lankar. Dampningsfaktorn kan man tinka p& som
sannolikheten att en person viljer en link p& sidan och inte viljer
en sida p& mafa. Om vi betecknar dampningsfaktorn med d och
totala antalet sidor men N s& blir den slutgiltiga formeln

v(P)) = dz P%P)

P;eB;

Berdkningen med hjalp av denna formel blir i stort sett samma som
utan ddmpningsfaktor.
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