MVE255 Matematisk analys i flera variabler M

FEM2: Randvardesproblem och finita elementmetoden i fle-
ra variabler

[

1.1 Partiell integration

Kom ihag att finita elementmetoden bygger pa den svaga formuleringen av randvirdesproblemet
och att den svaga formuleringen bygger pa partiell integration. Partiell integration bygger i sin tur
pa differential- och integralkalkylens fundamentalsats och produktderivering.

Fundamentalsatsen (The Fundamental Theorem of Calculus), Theorem 5 i Adams 5.5, séger
att

b
Obs att inséttningstermen [u(m)] = u(b)—wu(a) har plustecken i intervallets hogra randpunkt b och

a
minustecken i den vénstra randpunkten a. Tecknet kommer fran den utatriktade enhetsnormalen:

N=—ividz=a, N=ividz=>0.

Figur 1: Utatriktade enhetsnormaler.

Produktderiveringsregeln séger att
D(uv) = Duv + uDw.

Tillsamman med fundamentalsatsen ger detta

b b b b
{uv} :/ D(uv)dx:/ Duvder/ uDuvdz,

dvs partiell integration

b b b
/Duvdx: {uvL—/ uDvdx.

Obs hur derivatan D flyger 6ver fran u till v och att inséttningstermen inte innehaller nagon
derivata.

Vi behover en flervariabelversion av detta. Det finns flera versioner av fundamentalsatsen och
produktderivering, se formelsamlingen pa insidan av pdrmen i Adams. Vi viljer féljande.
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Fundamentalsats: Gauss divergenssats (Theorem 8 i Adams 16.4)

(1) ///DV-FdV:/[SN~FdS.

Hér dr D ett omrade med orienterad, sluten randyta S och N det utatriktade enhetsnormalvek-
torfaltet till S.

Satsen relaterar integralen av divergensen V- F av vektorfiltet F i D till det utatriktade flodet
av F genom randen S. Flodesintegralen [[g N-FdS = [/ s F- N dS motsvarar insittningstermen

b ]
[u(a:)} i den vanliga fundamentalsatsen. Obs att vektorn V i vénsterledet ersitts av vektorn N
a

i hogerledet.
Produktderivering: (Theorem 3 (b) i Adams 16.2)

V. (¢F)=V¢-F+ ¢V -F.

Tillsammans med divergenssatsen ger detta

//SN.F¢dS=//SN-@F)dS:///DV.((bF)dV:///Dv.F¢dV+///DF,V¢dV’

dvs partiell integration

(2) ///DV-Fqde://SN~F¢dS—///DF-V¢dV.

Obs hur nabla-operatorn V flyger éver fran F till ¢ och att flodesintegralen [ N - F¢dS inte
innehaller nagon derivata. Vektorn V ersitts av Ni flédesintegralen.

1.2 Harledning av varmeledningsekvationen

Vi ska hérleda varmeledningsekvationen. Hérledningen bygger pa en konserveringslag, som uttryc-
ker att en viss kvantitet bevaras, samt en konstitutiv lag, som beskriver materialets egenskaper.
Vi studerar stationér tidsoberoende vérmeledning i en kropp D i rummet med begrénsningsytan

S. Vi infor foljande beteckningar:

u(z,y,z) temperaturen [K] i punkten (x,y,z) [m],

F(x,y,2z) virmeflodestithet (vektorfilt) [J/(m*s)],

a(z,y,z) virmeledningskoefficient [J/(mKs)],

f(z,y,2z) killtithet for inre virmekillor [J/(m®s)],

ua(x,y,2z) omgivningens temperatur (“ambient temperature”) [K],

k(x,y,z) virmeodverforingskoefficient for det isolerande ytskiktet [J/ (m?sK)1,

g(x,y,2) flodestithet for virmekillor pa ytan [J/(m?s)].

Konserveringslag: energiprincipen. Vi betraktar virmebalansen i en godtycklig delvolym
Do med begriinsningsytan Sp. Nettoflodet av viirme ut genom Sy &r [[g F-NdS [J/s]. Hir dr

N den utatriktade enhetsnormalen till ytan Sp. Energiprincipen séger att varmeflodet ut genom
So &r lika med virmeproduktionen per tidsenhet inuti Dy, dvs [/ b, [V [3/s]. Alltsa

//SOF-NdS://DOde.

Vi tillaimpar nu divergenssatsen (1) pa vektorfiltet F:

// F-NdS = // V.-FdV,
So DO



Figur 2: Kropp D med godtycklig delvolym Djy.

vilket leder till

///DO(V-F—f)dV:O.

Eftersom Dy C D &r godtycklig, sa maste integranden vara identiskt lika med noll, V- F — f = 0,
dvs

(3) V-F=f iD.

Hér har vi anvént att en kontinuerlig funktion v som uppfyller att [/ p, vdV =0 for alla Dy C D,
maste vara identiskt noll, dvs v = 0 1 D. For om v(P) # 0, till exempel om v(P) > 0, sa maste
v > 0 #ven i en omgivning av P. Vilj da Dy att vara denna omgivning, sa fas fffDo vdV > 0,
vilket strider mot antagandet att [[, p, vdV =0 for alla Dy.

Konstitutiv lag: Fouriers lag. Denna séiger att virmeflodestétheten &r proportionell mot
temperaturgradienten och att virme stréommar fran varmt till kallt. Darfor blir flodestatheten

(4) F = —-aVu = —a grad u.
Om vi sdtter in detta i far vi
(5) —V-(aVu)=f iD.

Detta édr virmeledningsekvationen.

Ekvation maste kombineras med ett randvillkor, som uttrycker att virmeflodet genom
randen dr proportionellt mot temperaturdifferensen, plus eventuellt bidrag fran virmekéllor pa
randen. Varmeflodestiatheten ut genom randen blir da

F~N:k(u—uA)—g pa S,

dér v &r temperaturen pa insidan av randytan, ua &r omgivningens temperatur (“ambient tem-
perature”), k dr virmeoverforingskoefficienten for det isolerande ytskiktet, och g ér tétheten for
ett foreskrivet inflode. Enligt Fouriers lag har vi

F-N:—aVu~N:—aDNu pa S,



diar Dgu = N - Vu betecknar normalderivatan av u, dvs riktningsderivatan i normalriktningen N.
Darfor blir randvillkoret

(6) aDgu+k(u—us) =g pas. (Robins randvillkor)
Grénsfallet k£ = 0 svarar mot att begrénsningsytan &r isolerad:
aDgu=g pas, (Neumanns randvillkor)

och, om &ven g = 0,
Dgu=0 pasS. (Neumanns randvillkor)

Om vi & andra sidan dividerar med k i @,

%aDNu + (u—wup) = %97

och sedan later k — oo, far vi
u=wup pas. (Dirichlets randvillkor)

Grénsfallet £ = oo betyder alltsa att begréinsningsytan &r helt oisolerad, dvs viirme kan obehindrat
stromma genom ytan och kroppens yttemperatur blir da lika med omgivningens temperatur.
Vi har nu ett randvéirdesproblem: Finn u = u(z,y, z) sidan att

—V-(aVu)=f iD,
aDgu+k(u—up) =g pa S.

Poissons ekvation

Om ¢ dr konstant far vi
-V - (aVu) = —aV - Vu = —aAu,
dar ) ) )
0*u  0°u  O%u
Au=V -Vu=—S+——+ =—
“ YT Ba2 + Oy? + 0722
dr Laplace-operatorn. Virmeledningsekvationen blir da (med a = 1)
—Au=f iD,
vilken kallas Poissons ekvation. Om f = 0 far vi Laplaces ekvation:

—Au=0 1iD.

Andra beteckningar

Vi har anvéint Adams beteckningar. I andra bdcker betecknas den utatriktade enhetsnormalen n

eller n och normalderivatan skrivs g—x.

1.3 Svag formulering

Vi har ett

Randviérdesproblem. Finn u = u(x, y, z) sddan att

- {—V-(aVu):f i D,

aDgu+k(u—us) =g pa S.




Vi multiplicerar med en testfunktion v och integrerar partiellt, dvs vi anvédnder med F =
aVu och ¢ = v:

//vadvz_///Dv'(avu)”dvz_//SN'(aVu)vdSJr///Davu-WdV.

I fiddesintegralen anviander vi randvillkoret:
N - (aVu) zaN-VuzaDNuzg—k(u—uA).

Det leder till

//vade—//ngdS—&—//Sk:uvdS—/AkuAvdS+//Lavu.vvdV_

Vi samlar termer med u i vansterledet:

///DaVu-VvdV—k//skuvdS:///vadV—k//S(g_FkuA)vdS‘

Den svaga formuleringen. Finn v = u(z, y, z) sadan att

(8) ///DaVu~VvdV+//SkuvdS:///vadV—i—//s(g—i—kuA)vdS

for alla testfunktioner v.

Dirichlets randvillkor &r speciellt: om u = us pa en del S; av randen S (eventuellt hela S), sa
maste vi vilja testfunktioner v med v = 0 pa S7. Den svaga formuleringen blir da:

Den svaga formuleringen. Finn u = u(x,y, z) med u = up pa Sy och saddan att

///Davu-vvdv+//52kuuds///vadv+//s2(g+km)vds

for alla testfunktioner v med v = 0 pa S;.

Hér dr Sy resten av .S, dvs So = S\ S;. Det betyder att S = S;US5 delas upp i icke 6verlappande
delar.

1.4 Finita elementmetoden i 2-D

Lat D vara ett omrade i planet och skapa ett triangulért berdkningsnét i D.
Niitet bestar av
N
N punkter {P;};',,
M trianglar {T} }jle,
L kanter (edges) {Ej}E ;.
En kontinuerlig och styckvis linjir funktion U(x,y) dr av formen U(z,y) = a + bx + cy inuti varje

triangel och hopskarvad till en kontinuerlig funktion. En sadan funktion bestdms entydigt av sina
nodvirden U(F;):

N
(9) U(z,y) = Z Uipi(z,y), U =U(P).



Figur 3: Triangulért berdkningsnéat i plant omrade D.
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Figur 4: Basfunktion (”pyramidfunktion”).

Basfunktionerna {¢; }&, #r kontinuerliga styckvis linjira funktioner och bestims av

1, om =y,

9i(F) = {0, om i # j.

Hur ska vi bestimma de okédnda nodvirdena U; = U(P;) sa att U(x,y) = Zil Uidi(z,y)
blir en approximativ 16sning till randvérdesproblemet? Vi kan inte sétta in U i den ursprungliga
formuleringen ([7]) for U har inte tva derivator. Istéllet anvinder vi den svaga formuleringen, se

©)
// aVu-VvdA—i—/ kuvds:// fvdA+/(g+kuA)vds
D c D c

for alla testfunktioner v. Eftersom vi nu arbetar i planet har vi bytt ut volymselementet dV =
dz dy dz mot areaelementet dA = dx dy och istéllet for en ytintegral 6éver begrdnsningsytan har
vi en kurvintegral lings randkurvan C' till omradet D.

Hér sdtter vi in U(z,y) = Zf\il Ui¢i(z,y) och v = ¢;. For enkelhets skull genomfor vi detta
endast for fallet £k =0, g = 0. Vi far

//D“V(éUi@)'V%dA://Df@dA, j=1,...,N.

Vi bryter ut koefficienterna Uj:

ﬁ;Ui//DaV@'V%dA—//ngbjdA, j=1,...,N.
e

=aj; =

J



Detta ar pa formen

N
ZajiUZ-:bj, j:].,...,N,
i=1

dvs ett linjéart ekvationssystem for U;. Vi skriver pa matrisform:

AU = b,
med
U
U=|:
Un
och styvhetsmatrisen (stiffness matriz)
a1 e ai1N
D
anN1 ... AN N
och lastvektorn (load vector)
by
b=1|:1, bj:// f¢]dS
| D
by

Matrisen A dr symmetrisk: A = AT (a;; = a;;), stor: antalet noder N ir stort (t ex N = 103 eller
mer) och gles (sparse): de flesta matriselementen a;; = 0. Vi har a,;; # 0 endast d& motsvarande
noder P; och P; &r grannar.

PDE Toolbox

MATLAB-programmet PDE Toolbox stéller upp och loser ekvationssystemet AU = b.



Problem

Problem 1.1. (a) Skriv ned randvérdesproblemet for virmeledning i kvadraten 0 < z < 1,
0 < y <1, med virmeledningskoefficienten 3, kélltdtheten 2 och omgivande temperaturen 10 pa
alla sidor. Pa sidan y = 0 har vi varmeoverforingskoefficienten 7 medan 6vriga sidor har odndligt
stor virmeoverforingskoefficient. Inga virmekéllor pa randen.

(b) Skriv end den svaga formen av detta randvirdesproblem.

Problem 1.2. Samma som i Problem [I.I] men med vérmeledningskoefficienten 1 4+ zy, inga
véarmekéllor, omgivande temperaturen 10 &verallt, ytskiktets varmeoverforingskoefficient 0 for
x =0, och 7 for z = 1, och oéndligheten for y = 0 och y = 1.

Problem 1.3. (a) Skriv ned finita elementbasfunktionerna ¢, ¢2, ¢s for ett nét som bestar av
en enda triangel 7' med hérnen P; = (0,0), P> = (1,0), P; = (0,1).
(b) Beréikna motsvarande styvhetsmatris a;; = [[ V¢; - Vo; dz dy.

Problem 1.4. Skriv ned den svaga formuleringen av

(a)

-V (aVu)+cu=f iV,
u=up pals.

—Au=0 iV,
u=uax pas,
Dixu =g pa Sy,

didr Au =V -Vu och § =57 US; (ej éverlappande).



Svar och 16sningar.

(a) Pasidan y = 0 har vi g = 0 och den utatriktade normalvektorn N = —j s att randvillkoret
blir
3 Ou(zx,0)

aDgu + k(u —ua) = 3(=j) - Vu(x,0) + 7(u(z,0) — 10) = — dy

+ 7(u(z,0) — 10) = 0.

Randvérdesproblemet ar

—3Au(z,y) =2 for0<z<1,0<y<1,
u(z,1) = u(0,y) = u(l,y) = 10,
du(x,0)

—3 o

+ 7(u(x,0) — 10) =0,

dir Au=V - Vu.
(b) Finn u = u(x, y) sadan att u(z,1) = u(0,y) = u(1,y) = 10 och

1 1 1
3/ / Vu(z,y) - Vo(z,y) de dy + 7/ u(z,0)v(z,0) dx
o Jo 0

11 1
= 2/ / v(z,y)dedy + 70/ v(z,0)dz
0o Jo 0

for alla testfunktioner v = v(x,y) med v(x,1) = v(0,y) = v(1,y) = 0.
(a) Pasidan x =0 har via = 1+ 2y =1, g = 0, k = 0 och den utétriktade normalvektorn
N = —i sa att randvillkoret blir

u(0,y)

o 0.

aDgu + k(u —up) = (—i) - Vu(0,y) = —

Pasidan z =1lharvia=1+4ay=1+y, g =0, k =7 och den utéatriktade normalvektorn N = i

sa att randvillkoret blir

du(l,y)
ox

aDgu+ k(u—up) = (1+y)i- Vu(l,y) + 7(u(l,y) —10) = (1 +y) + 7(u(l,y) — 10) = 0.

Randvérdesproblemet &r

-V -(1+zy)Vu(z,y) =0 for0<z<1,0<y<1,
u(z,0) = u(z, 1) = 10,
ou(0,y) _
or 0,
Ou(l
(1) 2 71,y 10 =0,

(b) Finn v = u(x, y) sadan att u(z,0) = u(z,1) = 10 och

11 1 1
| [ asanvuty) Vo asdy+7 [ ut ey =10 [ o) dy
o Jo 0 0

for alla testfunktioner v = v(x,y) med v(x,0) = v(z,1) = 0.
(a) Basfunktionerna &r av formen ¢(x,y) = a + bz + cy och lika med 1 en av noderna och 0 i
de 6vriga. Vi far

$1(z,y) =1—x—y, pa(x,y) =z, ¢p3(z,y) =y.



V¢1($7y) = —i _ja V(bg(l’,y) = i7 V¢3(m>y) :J

anz// Vd)l-ngldzdy://2da:dy:2area(T):1,
ayy = / / Vo1 - Vo drdy = / / 1)dady = — area(T) = —

och sa vidare.

N[

A:

[l
N[0 =
OnN=
= O |
N|—
| I

(a) Finn v = u(z,y, z) med u = up pa S och

/// (aVu - Vv + cuv)dV = // fodV

for alla testfunktioner v = v(x,y,2) med v =0 pa S.
(b) Finn v = u(x,y, z) med u = uag pa Sy och

///DVU-VvdV—//SzgvdS

for alla testfunktioner v = v(x,y, 2z) med v =0 pa Sj.
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