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Forord och [dsanvisningar

Dennabok ger en introduktion till matematisk analys och linjir algebra for teknisk hogskola. Boken
bygger pa forelisningsanteckningar frin kurser vi foreldst pi maskinprogrammet pi Chalmers och
var ambition har varit att skriva en bok som ger en koncis och littillginglig men samtidigt rigor6s
beskrivning av det matematiska teoribygget, med tydliga kopplingar till modellering, berikning,
algoritmer och programmering.

Vir ambition har ocksa varit att ge studenten en bok som kan lisas frin pirm till pirm, istillet
for en tegelsten springfylld med exempel och utvikningar; dirav det kompakta formatet och det
relativt sparsamma utrymme som ges it [6sta exempel.

Boken ir strukturerad i fyra delar, med avsikt att varje del kan lisas som en 7,5 poingskurs.
Varje del 4r i sin tur indelad i atta kapitel, ett kapitel for vardera av Chalmers étta lisveckor. De
olika delarnas teman motiveras utifrin ckvationsldsning som ir ett centralt verktyg inom modelle-
ring och problemlésning i naturvetenskaperna och ingenjérskonsten. Uppligget kan dirfor sigas
vara problemmotiverat. Varje del motiveras utifrin vir vilja att kunna I6sa en viss klass av ekvationer:
f(x) = 0 (skalira ickelinjira ekvationer; del I), v’ = f (integraler och ordinira differentialekva-
tioner; del IT), Az = b (system av linjira ekvationer; del III) och A(u) = f (system av ickelinjira
partiella differentialekvationer; del IV). Dessa teman bildar en rod trid som léper genom texten,
men notera att dven om uppligget ir problemmotiverat sa ir det 7zte problembaserat. Texten foljer
istillet en traditionellt matematisk beskrivning med definition, sats och bevis. Den som si 6nskar
kan dirfor vilja att istillet tinka pa bokens olika delar som differentialkalkyl (del I), integralkalkyl
(del IT), linjdr algebra (del III) och flervariabelanalys (del IV).

Bokens évningsuppgifter ir indelade i “Ovningar”, “Problem” och “Datorévningar”. Ovning-
arna ir “enkla” standarduppgifter pd specifika teman och avsedda for kunskapskontroll och mingd-
trining, medan problemen kombinerar olika teman och kan kriva mer eftertanke. Datorévning-
arna innebir matematisk problemlésning med hjilp av dator (programmering). Dessa Svningar
kan utforas i vilket som helst programmeringssprak och 16sningar finns f6r savil Python som MAT-
LAB.

Avsnitt mirkta med \— limpar sig for sjilvstudier och kan lisas 6versiktligt. Bevis och 6vningar
mirkta med X ir av lite mer utmanande karaktir och ingir normalt inte i en standardkurs f6r god-
kint betyg. I 6vrigt 4r rekommendationen att ldsa (och forsta!) boken i sin helhet och att arbeta
flitigt med bokens 6vningar, problem och datorévningar. En limplig omfattning kan vara att géra
hilften av alla uppgifter; gor alla 6vningsuppgifter mirkta (a) och (b) samt alla udda problem och
datorévningar. Resterande uppgifter kan fungera som extra trining eller repetitionsmaterial inf6r
tentamen.

Lycka till!

Forfattarna
Goteborg, 3 juni 2019
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Carl Lundholm, Douglas Molin, Raad Salman och Joel Sjégren. Speciellt tack till Joar Axds och
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Ekvationen A(u) = f

Lisperioden kan sigas bandla om att lésa partiella differentialekvationer pd formen A(u) =
f. Den enklaste varianten dr den stationdira virmeledningsekvationen

=V (a(z)Vu(z)) = f(z) (1)

13






1. Differentialkalkyl

Funktioner av flera variabler
Linjarisering och derivata
Newtons metod

Kedjeregeln

Derivator av hogre ordning
Taylors formel

Gradient och riktningsderivata

Ovningar

Problem

Vi studerar derivator av funktioner av flera variabler.

1.1 Funktioner av flera variabler

Vi borjar med att piminna om begreppet funktion frin del I.

Definition 1.1 (Funktion, doman, kodoman, definitionsmangd, virdemangd)
En funktion f: X — Y ir en regel som f6r varje argument x i en mingd X (funktionens
domdin) bestimmer ett entydigt virde y = f(x) i en mingd Y (funktionens kodomdin).
Mingden D(f) C X av tillitna argument kallas funktionens definitionsmdingd och ming-
den R(f) C Y av mojliga virden kallas funktionens virdemdngd.

Vi skriver dven

f: X—=Y
Ty

(1.1)
I differentialkalkylen och integralkalkylen har vi i huvudsak studerat reellvirda funktioner av en
variabel, f: R — R.Ilinjir algebra studerade vi linjira funktioner f: R — R™.

Exempel 1.1 (Linjdr funktion) En linjir funktion (linjir avbildning, linjir transforma-
tion, linjir operator) f: R™ — R™ har formen f(z) = Az, dir A € R™*™ ir en matris.
Hirir D(f) = X = R"ochR(f) = Col(A) CY =R™.

15
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1.1. Funktioner av flera variabler

Exempel 1.2 (Reell funktion av tva variabler) Volymen av en cirkulir cylinder med
radien R och héjden h gesav V' = 7 R2h. Detta kan skrivas som en funktion av typen
f:R? 5 R,

fla,y) =ma?y eller f(z) = matys (1.2)
Hirir D(f) = Ry x Ry € X = R20ch R(f) = Ry C Y = R, eftersom R > 0,
h > 0och V > 0 och kan antaga alla virden. (R4 = [0, 00))

Exempel 1.3 (Vektorfdlt) Hastigheten i en vitskestromning ir en vektorkvantitet som
kan variera frin punke till punkt i rummet och dven med tiden, v(z, y, z, t). Efter uppdel-
ning i komposanter, v = (v, vy, V), fir vi en funktion av typen f: R* — R3.

Exempel 1.4 (Graf av funktion R — R) En funktion av typen f: R — R kan illu-
streras grafiskt genom att rita dess graf, dvs mingden av alla punkter (z, y) som uppfyller
ekvationen

y = f(x) (1.3)
Det ir en punktmingd i R2, typiskt en kurva.
Exempel 1.5 (Graf av funktion R? — R) En funktion av typen f: R? — R kan illu-

streras grafiskt genom att rita dess graf, dvs mingden av alla punkter (2, y, ) som uppfyller
ekvationen

z = f(z,y) (1.4)
Det dr en punktmingd i R3, typiskt en yta.

Exempel 1.6 (Nivakurvor for funktion R? — R) En funktion av typen f: R? — R
kan dven illustreras genom att rita nivikurvor, dvs

flz,y)=C (1.5)

for olika virden pa konstanten C'. Man fir typiskt en skara av kurvor i planet. Till exempel,
224+ =C betyder en cirkel med radie VComC > 0,en punkt (origo) om C' = 0 och

tomma mingden om C' < 0.

Exempel 1.7 (Kurva i rummet) En vektorvird funktion F': R — R3 genererar kurva
pd parameterform:

r=F(t), tela,b (1.6)
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Pi komponentform harvir = Fy(t)e, + Fy(t)e, + F.(t)e., dvs

x = F,(t),
y=Fyt), tela,b (1.7)
z = F,(t),

Vi ska nu studera allminna funktioner f: R™ — R™. Hir ir alltsi funktionens domin X =
R™ och kodomin Y = R™. Vi kommer att behéva begreppen konvergens, kontinuitet, 6ppen
och sluten mingd. I R baseras dessa pa att man kan mita avstindet mellan punkter med hjilp av
absolutbelopp av tal, |z — y|. IR"™ miter vi avstind med hjilp av norm av vektor, ||z — y||.

Vi tinker pd € R™ som en punkt med koordinaternaz = (1, . .., ;). Punkten kan ocksa
representeras av sin ortsvektor frin origo med komponenterna

x1

Tn

och avstandet frin origo 4r normen av ortsvektorn, dvs

lz|| = VaTae = /23 + - + 22 (1.9)

Avstandet mellan tvd punkter z, y 4r dd normen av vektorn x — y dvs

lz =yl = V(21 —91)? + -+ + (20 — yn)? (1.10)

Notera att vi skriver komponenterna fér en vektor som en kolonnmatris. En funktion f: R" —
R™ skrivsddy = f(x) ellery = f(z1,...,2,) medy € R™.

For det tre-dimensionella rummet R? (och planet R?) kommer vi ofta attanvinda beteckningar

frin geometriska vektorer och skriva vektorer med fetstil. D3 betecknas en punkt P = (z,y, 2)
med ortsvektorn

r = O? = re; + yey, + ze, (1.11)
En skalir funktion f: R? — Rskrivsdiw = f(z,y, 2) ellerw = f(r).

Definition 1.2 (Omgivning, inre punkt, yttre punkt och randpunkt) Enomgivning
till en punkt z € R™ ir ett klot

Bs(z) ={y e R" : |ly — z|| < 6} (1.12)

med radie § > 0 och med centrum i punkten .

En inre punkt till en mingd A C R”™ ir en punkt « sidan att det finns en omgivning Bs ()
som ligger helti A, dvs Bs(x) C A. En yttre punkt till en mingd A C R™ ir en punkt
sidan att det finns en omgivning Bs(x) som ligger helt utanfér X, dvs Bs(x) N A = ). En
randpunkt till en mingd A C R" ir en punkt som varken ir en inre punkt eller yttre punkt.
Randen O A till en mingd A C R™ ir mingden av alla dess randpunketer.
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Definition 1.3 (Oppen och sluten méngd) En gppen mingd A C R™ ir en mingd
sadan att

VeeAIo>0: Bs(x) CA (1.13)

Med andra ord, varje punkt £ € A har en omgivning som ligger helt i A. En sluten mangd
X C R" ir en mingd sddan att dess komplement R™ \ A ir en Sppen mingd.

En 6ppen mingd ir alltsd en mingd som bestir endast av inre punkter. En sluten mingd ir en
mingd som innehiller hela sin rand. Den tomma mingden () och hela rummet R™ ir bide ppna
och slutna.

Definition 1.4 (Begrdnsad mangd) Mingden A C R" ir begrinsad om
JReR:VxeA|z|| <R (1.14)

Med andra ord, mingden ligger i ett (stort) klot med centrum i origo, A C Bpr(0). En
mingd som ir sluten och begrinsad kallas kompakt.

Exempel 1.8 (Oppna och slutna mangder) Vi betraktar tre mingder i R%:

A={(z,y):0<2x<1,0<y<1}
B={(z,y):0<z<1,0<y<1} (1.15)
C={(z,y):0<z<1,0<y<1}

De ir alla kvadrater. Vi ser att A dr 6ppen, B ir varken Sppen eller sluten, och C' ir sluten.
Randen ir densamma for alla tre:

OA=0B=0C={(z,y):0<x<1,y=0ellery =1}

1.16
U{(z,y) :z=0ellerx =1,0<y <1} (L16)

De ir alla begrinsade: de ligger i Br(0) med R = /2.

Definition 1.5 (Begrdnsad funktion) Funktionen f: R" — R™ ir begrinsad om
R(f) ir en begrinsad mingd i R™, dvs

IMeR :VzeD(f) | f)]| < M (1.17)

Talet M kallas f6r begrinsning av f.

Genom att anvinda avstindet mellan punkter i R™ istillet f6r absolutbelopp av tal, kan vi nu
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definiera konvergent foljd ()72 i R™,

lz; —z|]| -0 diaj — oo (1.18)
och Cauchy-foljd ()32, i R"™,
lzj — ;]| =0 dii,j — o0 (1.19)

Attx; — T daj — oo innebir att komponenterna av ' ; konvergerar mot komponenterna av T,
dvs (), — T fork = 1,...,n. Detta innebir i sin tur att en f&ljd i R” ir konvergent om och
endast om den ir en Cauchy-f6ljd precis som for féljder i R.

Definition 1.6 (Grdnsvarde) En funktion f: R” — R™ har grinsvirdety € R"™ i
punkten € R" om

Ve>030>0:0<|z—Z| <d=|f(z)—7| <e (1.20)

Med andra ord, f6r varje (litet) tal € > 0 finns det ett (litet) tal 6 > 0 sidant att avstindet
| f(z) — g|| mellan funktionsvirdet f(x) och grinsvirdet § ir mindre in € om avstindet
||z — || mellan argumentet = och punkten Z ir mindre in 6.

Detta skrivs

lim f(z) =7 (1.21)

T—T

Definition 1.7 (Kontinuitet i en punkt) Funktionen f: R"™ — R™ ir kontinuerlig i
punkten Z € D(f) om

lim f(z) = f(z) (1.22)

T—T

Definition 1.8 (Kontinuitet) Funktionen f: R" — R™ ir kontinuerlig om den ir
kontinuerlig i varje punkt i sin definitionsmingd

2
Exempel 1.9 (Grénsvarde saknas) Lit f(z,y) = % Diir f: R? — Roch
4 Y

D(f) = R%\ {(0,0)}. Vi underssker grinsvirdet di (z,y) — (0,0). Grinsvirdet ir av
Pi z-axeln har vi f(2,0) = — =0 — 0dix — 0.

x

0
Pi y-axeln harvi f(0,y) = —5 =0 — 0day — 0.

<



1.1. Funktioner av flera variabler

27>
2 T . . 2\ _ :
Pilinjen y = x harvi f(z, z )—m—léldaxéo.

Vi fir alles olika grinsvirden di (z,y) — (0,0) lings olika vigar. Det betyder att

im 3 3 inte existerar.
(z,y)—(0,0) T2 + ¥y

92 2
Exempel 1.10 (Grdnsvarde) Lit f(z,y) = % Diir f: R?2 — Roch D(f) =
7
0
R? \ {(0,0)}. Vi underscker grinsvirdet di (z,y) — (0, 0). Grinsvirdet ir av typ i ”

men nu ir funktionen en rationell funktion pa formen “polynom av grad 3/polynom av grad
27, sd tiljaren gar mot O fortare 4n nimnaren. Dirfor gissar vi att grinsvirdet dr 0, dvs

2 2
im —Y9 _g (1.23)
(@y)—(0,0) 2 + 32
Bevis: Vi har
23;23/ 2x2\y| 22
|t -0 = s gl < <2yl (124

dir vianvint att 22 /(22 + 3?) < 1forallaz,y # Oochatt |y| < /22 + 32 = ||(z,v)|.
Vi har allesd

222y
oz < 2@l =0 dilmy) > (0,0 (L.25)

vilket bevisar (1.23). Ett noggrannare bevis med €, ¢ gir si hir: Tag godtyckligt € > 0 och
vilj 0 = %e och ||(z,y)|| < ¢.D4afis

2
\%\dll z,y)|| <20 =¢ (1.26)

Exempel 1.11 (Kontinuerlig utvidgning) I exempel 1.10 har vi att (0,0) & D(f).
Dirfor dr f ej kontinuerlig i origo. Men om vi utvidgar definitionen av f sa hir:

x2
fa = larp @Y #00

0 om (x,y) = (0,0)

(1.27)

sa blir D(f) = R? och f ir kontinuerlig. Om vi definierar f(0,0) = 1 istillet, s blir
D(f) = R? men f blir diskontinuerlig i origo.
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Definition 1.9 (Lipschitz-kontinuitet) Funktionen f: R® — R™ idr Lipschitz-
kontinuerlig pi mingden A C R" om

AL >0Ve,ye A |f(@) - f)ll < Ly llz -yl (1.28)

Vi siger att konstanten L ¢ 4r en Lipschitz-konstant for funktionen f.

Exempel 1.12 (Lipschitz-kontinuerlig funktion) Visa att funktionen f: R? — R,
som definieras av f(x) = x12 ir Lipschitz-kontinuerlig pa rektangeln A = [—3, 3] x
[—5,5].

Vi berdknar en Lipschitz-konstant. Normen i R dr detsamma som absolutbeloppet sa att vi

far
1f(z) = fFW)Il = 1 f(z1,22) — fy1, y2)|| = |z122 — Y192

= |z122 — Y122 + Y1702 — Y192
= [(z1 = y1)z2 + y1 (22 — 1)
< lor =yl w2 + |ya] |22 — w2l (1.29)
< 5lzy — y1| + 3|z — y2
< 5|z —yll + 3l -y
< 8|z —yll
Hir har vi anvintatt |z1| < ||z]| och |z2| < ||z||. Funktionen ir alltsd Lipschitz pi A med

konstanten L; = 8. Se exempel 1.20 f6r en annan berikning av Lipschitz-konstant for f.

Exempel 1.13 (En linjar funktion 8r Lipschitz-kontinuerlig) En linjir funktion
f: R"™ — R™ har formen f(z) = Az, dir A € R™*" ir en matris, se Exempel 1.1.
Vi fir di f(xz) — f(y) = A(x — y) och det giller att hitta en konstant L si att
|A(z —y)|| < Lyllx — y|| forallaz,y € R™ Om viskriver z = Ax sd ska vi alltsd visa
2] < Ly|lx|| forallaz € R™.

Vi erinrar oss Cauchy-Schwarz olikhet:

[z, 9| < izl llyll (1.30)

vilket pd komponentform blir

n n n
’ijyj‘ < Zajjz Zgﬂ (1.31)
j=1 j=1 j=1

21
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Vianvinder denna olikhet i summan z; = »~7_; a;;;, for fixt i och efter kvadrering,

n 2 n n n
— (Z aij-’lx‘j) < Za?j Zx? = Za?j [||| (1.32)
j=1 j=1  j=1 j=1
Sedan fir vi

m m n
o= 22 <> > aflz)® (1.33)

i=1 =1 j=1

Vi drar slutsatsen att f: R® — R™, x — Auw, ir Lipschitz-kontinuerlig pa R" med kon-

stanten Ly = /> Y% a;. Konstanten

IAllr = (1.34)

kallas Frobenius-normen for matrisen.

Banachs fixpunktsats i R” kan nu formuleras och bevisas pd samma vis som i R. Bolzanos sats
har dock ingen motsvarighet i R"™. Varf6r?

(Banachs fixpunktssats) Antagattg: A — Airen kontraktionsavbildning
pd den slutna midngden A C R", dvs

lg(z) =9Il < Lgllw =yl Va,y € A, med Ly <1 (1.35)
Da har g en unik fixpunkt i A, det vill siga
NzeA:z=yg2) (1.36)

Fixpunkten fis som grinsvirde av fixpunktsiterationen 41 = g(z;) med zg € A.

Bevis. Beviset dr helt analogt med beviset i R. Till exempel har vi

[zj+1 = 4l = llg(x;) = g(zj-0)|| < Lgllw; — x|l (1.37)

vilket dr forsta steget i att bevisa att ()72 dr en Cauchy-foljd och dirmed konvergent, dvs det
finns Tsdattx; — . O

1.2 Linjdrisering och derivata
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1.2.1 Funktion av en variabel

Vi erinrar oss forst definitionen av derivatan av en funktion av en variabel. En funktion f: R — R
ir deriverbar i T om f6ljande grinsvirde existerar:
f+h) - f(z)

Jim. ; = f'(2) (1.38)

Detta kan ocksd skrivas pa formen:

o FE ) = £@) — F@)h

h—0 h

0 (1.39)

Dirf6r kan vi siga att en funktion f: R — IR av en variabel 4r deriverbar i Z om det finns ett tal
T(Z), sidant att

f@+h)— (@) =T(@)h

lim : —0 (1.40)
Givetvis ir T'(Z) derivatan av f i Z:
d
T() = f/(#) = D) = L (@) (141)

Denna formulering ska vi anvinda nir vi definierar derivatan av flervariabelfunktioner senare. Vi
tir ocksa linjiriseringsformeln

f(@+h) = f(z)+ f(Z)h+ Ef(h,Z) (1.42)
flx) = f(@) + f'(@)(x - 2) + Ef(z — T, 2) (1.43)
dir vi anvint beteckningarna = T + h, h = x — Z. Linjiriseringsfelet E¢(h,Z) = f(Z + h) —

[ (&) — f'(z)hir litet dd « dr nidra T, nirmare bestimt E¢(x, Z)/h — 0nir h — 0 enligt (1.39).
Den forsta termen till hdgeri(1.42) eller (1.43) , dvs f(Z), ir konstant medan den andra termen

fl@h = f(2)(z - 2) (1.44)
ir en linjir funktion av dndringen h = x — Z. Dessa tvé termer bildar linjiriseringen av f i T,
Ls[fl(z) = f(z) + f'(2)(z — 2) (1.45)

Den rita linjen y = Lz[f](x),dvsy = f(Z) + f'(Z)(x — Z), ir tangenten till kurvan (grafen)
y = f(x)1ipunkten (Z, f(Z)).

Exempel 1.14 (Tangent till graf) Lit f(x) = x2. Diir f’(x) = 27 och linjiriseringen
iz =3idr

Ls[f](z) = 9+ 6(x — 3) (1.46)

Den rita linjen y = 9 + 6(x — 3) ir tangent till grafen y = 22 i punkten (3,9).
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1.2.2 Numerisk derivata

Vi repeterar kort hur man beriknar derivatan numeriskt (se avsnitt 4.7 i del I). Om vi dividerar
(1.42) med h, s fir vi

f(@+h) - f(@)
h

Hir har viatt E¢(h,Z)/h — 0dih — 0. Detta innebir att vi kan approximera derivatan med
differenskvoten

= f'(z) + E¢(h,z)/h (1.47)

f@+h) - f(7)

"(z) ~ 1.48

/@) ) (148
En bittre approximation fis av den symmetriska differenskvoten
T+ h)— f(z—h

fi@)~ 1@ —JE =) (1.49)

2h

Differenskvoterna i (1.48) and (1.49) ir pa formen “litet tal delat med litet tal”. Om detta beriknas
med avrundningsfel i ett datorprogram, sd minskar felet i derivatan forst nir b minskar, men sedan
vixer felet ndr h blir mycket litet. Dirfor maste vi vilja h “mactligt litet” hir, se avsnitt 4.7 i del L.
Man kan visa att med 16 decimalers noggrannhet (till exempel MATLAB) dr det optimala valet f6r

(1.48) h = 10~® och for (1.49) h = 1072,

1.2.3 En funktion av flera variabler

Lt forst f vara en funktion av tvi variabler, dvs f: R? — R. Vi vill imitera formeln i (1.40).

Vi skriver . = (21,22), Z = (Z1,Z2), f(z) = f(z1,22) och introducerar dndringsvektorn

(inkrementet)h = x — T = [21} = [il B il] med normen ||h|| = y/h? + h3. Kom ihig att
2 2 — L2

h — 0 betyder ||h|| — 0.

Definition 1.10 (Derivata) Vi siger att en funktion f: R? — R ir deriverbar i Z, om
det finns en linjir avbildning 7'(Z) : R? — R sidan att

i 1@+ 1) = £2) = T@)H)

=0 1.50
e 4] (150)

I s fall kallas 7'(z) derivatan av f i Z och vi skriver
T(z)=Df(z) = f'(z) (1.51)

Formeln (1.50) kan di skrivas
f(@+h) = f(z)+ f'(z)(h) + Ef(h,T) (1.52)

dir linjiriseringsfelet E¢(h,z) = f(z + h) — f(Z) — f(Z)(h) ir mindre in de andra
termerna dd @ dr nira T, nirmare bestimt E¢(h, Z)/||h|| — 0 ndr h — 0.
En funktion sigs vara deriverbar om den ir deriverbar i varje punkt i sin definitionsmingd.
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Vi vet frn linjir algebra att alla linjira avbildningar kan skrivas pd matrisform T'(z) = Az, se
Exempel 1.1. Vi bestimmer nu matrisen for derivatan f/(zZ): R? — R, dvs matrisen A € R1*?
sidan att f'(Z)(h) = Ah. Viskriver h = hjej + hoes med standardbasen e; = [(1)] ey = E]

och underséker vad f/(Z) gor med de tvd komponenterna var for sig, dvs
F@ e + haea) = @)(er) + haf (@)(e2) = [F@(er) F@ea)] 1] 159

Matrisen ir allesa [f/(Z)(e1) f/(Z)(e2)]. Vi miste nu bestimma f'(Z)(e;). Vi behover forst
definiera partiella derivator.

Definition 1.11 (Partiell derivata) Vi siger att en funktion f: R? — R ir partiellt
deriverbar i Z, om foljande grinsvirden existerar:

f(Z1 + ha, Z2) — f(Z1,Z2)

fi(@) = lim h (1.54)
roy e (@1, T2 + o) — (21, T2)
f(7) = lim T (1.55)

Isd fall kallas f1(Z) och f5(Z) for partiella derivator av f med avseende pa x1 respektive x2.
De tecknas ocksa

0
£1(@) = £1,@) = 5 @) (150
e ! = of _
5(@) = £2,@) = 5-(@) (157)

of

Pi liknande sitt definierar vi partiella derivator av f: R" — R, dvs fj' (z) = %(f),
J

genom att derivera med avseende pi 2; med de Gvriga variablerna fixerade.

Observera att partiella derivata skrivs med “krokiga d”, gf (z), till skillnad frin ordindra derivata
Tj

d
av envariabelfunktion som skrivs med “raka d”, df (1).

dt

(Jacobi-matris) Antagatt f: R?* — R ir deriverbar i Z. D ir f partiellt
deriverbar och matrisen for derivatan f/(Z): R? — R ges av de partiella derivatorna

[f(@)(e1) f'@)(e2)] = [fi(z) fo@)] e R (1.58)

Denna kallas Jacobi-matris och vi tecknar den f/(Z) = D f(Z) med samma beteckning

som derivatan, dvs

f(Z)=Df(E) = [fi(x) f5(z)] e R™? (1.59)
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Bevis. Omvitarh = hie1 = [}61} i(1.52),sa fir vi

(@1 + hy,Z2) = f(2) + ho f'(2)(e1) + Ef(hier, @) (1.60)

dir E¢(hye1,x)/h1 — 0dahy — 0. Genom dividera med hy och sedan lata by — 0, fir vi

. e f@L A, T) — f(B,72) . Ep(er, )
F)en) = hlln—I:o hq hlllr—I:o hq

= fi(x) (L6

Det visar att den partiella derivatan f{(Z) existerar och ir lika med f'(Z)(e1). Genom attta h =

[}?} ser vi pd liknande sitt ate f/(Z)(e2) = f5(Z). O
2

I fortsittningen kommer vi att identifiera derivatan med Jacobi-matrisen och skriva f'(Z)h
(matris-vektor-multiplikation) istillet for f/(z)(h). Linjiriseringsformeln (1.52) blir d4

fl@) = f@+h) = f(@)+ f(@)h+ Ef(h, )

— @)+ (@ @) 2]+ B, h=s-a

) (1.62)
2

Observera att den fSrsta termen till héger, f(Z), 4r konstant med avseende pd . Den andra termen

f'@h = f'(z)(x - ) (1.63)
ar en linjir funktion av inkrementet i = x — Z. Dessa termer bildar linjariseringen av f i Z,
Ly[fl(z) = f(@) + ['(@)(z — 2). (1.64)

Planet x3 = Lz[f](x1, x2) ir tangentplaneti punkten (Z1, Z2, f(Z1, Z2)) till ytan (grafen) x3 =
f(z1,x2). Detta ir littare att se om vi skriver med beteckningar frin geometri i rummet.

Exempel 1.15 (Tangent till graf) Vibyter beteckningar och skriver (x, y, 2) istillet for
(21,22, x3) och (a, b) istillet for (Z1, Z2). Grafen for f drytan z = f(x, y) och grafen dill
L(a,b) [f] irz = L(a,b) [f] ($a y): dvs

z = f(a,b) + [fi(a,b) fy(a,b)] V - a]

y—>b (1.65)
= f(a7 b) + fg,c(av b)(x - CL) + f;(a, b)(y - b)
Om vi flyttar om termerna far vi
—fz(a,b)(z — a) — fy(a,b)(y — b) + (2 — f(a,b)) =0 (1.66)

Detta ir ekvationen for ett plan. Vi ser att (a,b, f(a,b)) dr en punke i planet och att
(= fz(a,b), —fy(a,b),1) iren normalvekror. Det dr tangentplanet till grafen z = f(z,y)
i punkten (a, b, f(a,b)).



Kapitel 1. Differentialkalkyl 27

Exempel 1.16 (Linjarisering) Lic f(z) = 2223. D4 har vi

OF (= OF (205 _opas OF yZ OF (125) 5,24
B x) = Fre (1‘11‘2> = 2x115, = (x) = B2g (x1x2> = 5xiT; (1.67)
sdate f'(z) = [2w125 5aia3] och linjiriseringenav f iz = (3, 1) dr
~ . Tr1 — 3
Lz[fl(z) =9+ [6 45] [m _ J (1.68)

Tangentplaneti (3, 1,9) till ytan 73 = 2223 ir

x3=9+6(x; —3) +45(z2 — 1) (1.69)
Vektorn (—6, —45, 1) ir ortogonal mot planet.

Vi inser nu litt att for f: R™ — R blir derivatan en linjir operator f/(Z): R” — R med
Jacobi-matrisen

f'(&)=Df(@) = [fi(z) - fi(@) - fi(@)] R (1.70)

Vi observerar att derivatan (om den existerar) kan betraktas som en matrisvird funktion av x, dvs

R — R 2 f/(z). De partiella derivatorna f} dr pa liknande vis skalira funktioner av
z,dvsz — fi(z).

Visagisats 1.2 att om f dr deriverbar i Z sa 4r f partiellt deriverbar i Z. Omvindningen giller

inte: det ricker inte att alla partiella derivator existerar for att funktionen skall vara deriverbar. Lite
mer behdvs enligt nista sats.

(Deriverbarhet via partiella derivator) Antagatt f: R” — R har par-
tiella derivator f]’, j = 1,...,n, som ir kontinuerliga funktioner i nigon omgivning till
punkten Z. D dr f deriverbari .

Vi utelimnar beviset.

1.2.4 Flera funktioner av flera variabler

Vi generaliserar nu till allmin funktion f: R™ — R™. Lat f; vara m funktioner av n variabler x ,
dvs f: R™ — R™, Vi skriver
hi xr1 — T f1<1‘1,...,:€n)
h=x—z=|:]|= : . flx)= : (1.71)
hn Ty — Tn fm(x1, ... Tp)

P4 samma vis som tidigare siger viatt f ir deriverbariZ om det finnsen linjir avbildning 7'(z) : R —
R™ sidan att

i 1@ = 1(@) = T@)(0)

=0 1.72
i ] (1.72)
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och vi skriver T'(Z) = D f(Z) = f'(Z). Som tidigare blir matrisen for derivatan

f'(@) = [f'(Z)(e1) f'(@)(e;) f'(z)(en)] (1.73)
dir kolonnerna ges av de partiella derivatorna, dvs
o1 [P
. o af f1,j.(33> Ox;j 1
(@) (ej) = f;(2) = 87(96) = : = : € R™ (1.74)
’ fin i (%) %(i»)
Ox;j
Vi identifierar alltsd derivatan med Jacobi-matrisen
of1 of1
fa@ o @7 e 8,
P@)=Df@) = | N I | ermxn
(1.75)
Vi fir linjdriseringsformeln
flx)=f(@+h)=f(@)+ f(Z)h+ Ef(h,Z), h=x—-27 (1.76)

dir linjiriseringfelet uppfyller || E¢(h, Z)||/||h|| — 0da h — 0. Linjiriseringen av f i Z r

Lz[fl(z) = f(z) + f'(2) (2 — 7) (1.77)
Exempel 1.17 (Linjdrisering) Lit f(x) = [xigg]Diharvi
of1 of
Oh(yy BNy
s, s,
F@=Df@=| | =[P sl g
Ofs, \ O 0
87;1(96) 87:2(96)
I punkten z = (3, 1) firvi
en=[1]. ren=5 7] (179)
och linjiriseringen i Z = (3, 1) blir
Ls[f)(x) = m + [?; 435] [i; _ ﬂ (1.80)

Precis som for funktioner av en variabel har vi att deriverbarhet medfér kontinuitet.
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(Deriverbar medfor kontinuerlig) Antagatt f: R" — R™ ir deriverbar i
z. Dair f kontinuerlig i Z.

Bevis. Linjiriseringsformeln (1.76) ger

f(z) = f(@) = f(@)h+ Ef(h,z), h=x—=7 (1.81)

Vi tar norm pa bida sidorna och anvinder att den linjira funktionen h + f’(Z)h ir Lipschitz
enligt exempel 1.13:

1f (@) = F@ = 1 @h+ Ep(h, 2)|| < [If' @)D + [ B (h, )|

| (h, 2| (1.82)

< Lf'(ff)HhH T HhH Hh”

Vi ser att hdgerledet gar mot 0 dd ||2|| — 0. Det medfér att vinsterledet ocks gir mot 0, dvs att
f(z) = f(x)daz — z.Detbetyder att f ir kontinuerligi Z. O

1.2.5 Numerisk derivata igen

. of
Fér att approximera den j:te kolonnen —— () av Jacobi-matrisen, viljer vi inkrementet b = de;;,

837j
dvs
[0] [0] [0]
0 0 0
h=dej= |0| =0 |1|, e =|1| < rad nummerj (1.83)
0 0 0
0] 10] 0]

Hir ir steglingden ¢ ett litet positivt tal och e; € R™ ir den j:te basvektorn. Om vi anvinder
inkrementet i en symmetrisk differenskvor, se (1.49), sa far vi

8f( )~ f(Z +dej) — f(z — dej)
Ox; 20

(1.84)

Observera att f ir en kolonn si att resultatet ir den j:te kolonnen i matrisen f’(Z). Kom ihig att
steglingden ¢ ska vara liten, men inte alltfor liten.
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Algoritm 1 Numerisk derivata

Indata: Deriverbar funktion f: R™ — R™, punkt 2 € R" och steglingd 6 > 0
Utdata: Matris A € R™*" som approximerar Jacobi-matrisen f’(z) € R™*"
Villkor: f’(z) existerar, J liten men inte alltfor liten

I: forj=1,...,ndo

2: ej < basvektor nr j

3 h < de;

4 A J) < (fl@+h) = flz—h))/(20)
s: end for

1.3 Newtons metod

Vi betraktar ett system av n ekvationer med n obekanta:

fl(l‘l,.. . ,CCn) = 0

: (1.85)
fo(x1,...;zn) =0
Vi skriver
1 fi 0
x=|:1, f=1]:1, 0=1]: (1.86)
In fn 0
saatt f: R™ — R" och ekvationssystemet (1.85) blir
flz)=0 (1.87)

Vi antar att systemet ir cke-linjdrt, dvs inte pa formen Az = b, dvs funktionen ir inte pa formen
f(z) = Az —b. Linjira ekvationssystem Az = bkan viredan 16sa med metoder frin linjir algebra.

Vi erinrar oss frin avsnitt 6.4 i del I att en ekvation pd formen f(z) = 0 kan skrivas om som
en fixpunktsekvation z = g(z) och 16sas med fixpunktsiteration. Det finns mdnga sitt att gora
denna omskrivning och vi erinrar oss ocksd att g(z) = x — f(x)/ f'(x) ir ett bra val som leder till
Newtons metod, 211 = z; — f(z;)/f (x;).

Vi ska nu hirleda Newtons metod {6r icke-linjira system av ekvationer, (1.87). Hirledningen
bygger pa linjirisering av funktionen f.

Antag att systemet har en [6sning T och att vi har en approximativ 16sning ; ~ Z. Vivill finna
en bittre approximation 11 = xj + h. Istillet for att 16sa (1.87) direke, vilket oftast ir omojligt,
16ser vi den linjiriserade ekvationen i xj, Ly, [f](x) = 0, dvs

f(@;) + f(xj)h =0 (1.88)

Vi betraktar denna som en ekvation for inkrementet /. Genom att flytta om termerna fir vi

fl(xj)h = —f(x;) (1.89)
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Kom ihigattJacobi-matrisen f/(x;) drav typ n xn medan inkrementet h och f(x;) iravtypn x 1.
Vi maste alltsi [6sa ett linjirt ekvationssystem med n ekvationer och n obekanta f6r att bestimma
h. Det ir pa formen Ah = bmed A = f'(x;) ochb = — f(x;) och 16ses med metoder frin linjir
algebra. Sedan sitter vizj 11 = zj + h. Eftersom h = — f'(z;) L f (), far vi foljande iteration.

Definition 1.12 (Newtons metod) Lit f: R” — R" vara en deriverbar funktion.
Newtons metod ir en fixpunktsiteration pi formen

Tj41 = T4 —f’(xj)_lf(:nj), j :0,1,2,..., (1.90)

med givet startvirde zg € R".

Vi hinvisar till Banachs fixpunktsats, sats 1.1, med g(z) = z — f/(z)™! f(z) dir det krivs att
Lipschitz-konstanten L, < 11i en sluten mingd. Som i del I méste vi antaga att startpunkten
xo dr tillricklige ndra en l6sning Z, men det 4r svart att precisera hur nira. Notera att vi multi-
plicerar med inversen f/(z;) ! till Jacobi-matrisen. Det krivs dirfor att f’(x) ir inverterbar (icke-
singuldr) i nigon omgivning av Z. Om f’(x) dr nira singulir (eller rentav singulir) sa blir Lipschitz-
konstanten L stor och iterationen divergerar eller konvergerar lingsamt. Om f’(z) inte dr nira
singuldr, sd konvergerar iterationen snabbt (kvadratiskt).

I linjir algebra har vi lirt att det ir ineffektivt att bilda inversa matrisen f’(z;) L. Istillet l6ser
vi det linjira ekvationssystemet f'(xj)h = — f(z;) med limplig metod, till exempel Gauss eli-
minationsmetod. Vi fir f6ljande algoritm. Den producerar en approximation & som loser ekva-
tionen bra i den meningen att normen av residualen f(Z) blir mindre 4n den givna toleransen,
| f(2)|| < TOL. Liksom i del I kan man visa att felez || — Z|| < MTOL, dir konstanten M

beror pd hur nira singulir Jacobi-matrisen ir.

Algoritm 2 Newtons metod

Indata: Deriverbar funktion f: R"™ — R", startpunkt 29 € R" och tolerans TOL > 0

Utdata: Approximativ 18sning  till ekvationen f(z) = Osidanatt || f(2)|| < TOL

Villkor: f(Z) = 0 for nigot & € R™, f'(x) ir inverterbar i ndgon omgivning av Z och o tillrick-
ligt ndra ¥

1. * < Xp
2: b+ *f(IE)
while ||b|| > TOL do

b

4 b+ —f(z) (berikna residualen)

5: A« f'(x) (berikna Jacobi-matrisen)

6: h < 16sningen till Ah = b (I16s den linjdriserade ekvationen)
7: x < x+h (uppdatera approximationen)

8: end while

9 T4

Newtons metod ir inte kinslig for att man beriknar Jacobi-matrisen inexakt. Dirfr kan man
ersitta derivatan f’(z) i steg 5 med en numerisk derivata, se algoritm 1.
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1.3. Newtons metod

Exempel 1.18 (Newtons metod) Newtons metod ir en datorberikningsmetod, men
for att forstd metoden bittre gor vi hir ett exempel som 4r s enkelt att man kan genomféra
nagra av berdkningarna for hand. Vi betraktar det icke-linjira systemet

x%—l—a:%—i—a:%:Q

Tox3 = T3 (1.91)
x% =1
(Tredje ekvationen ger 3 = =1, andra ekvationen ger sedan x2 = 1, och den f6rsta

ekvationen ger 1 = 0. Losningarna dr allesd z = (0,1,1) och z = (0,1, —1). Forsta
ekvationen betyder en sfir med radie V2 och centrum i origo. Andra ekvationen 4r unio-
nen av tvd plan {z3 = 0} U {x2 = 1}. Tredje ekvationen ir ocksd unionen av tvd plan
{x3 =1} U{x3 = —1}. Viska finna punkter dir dessa ytor skir varandra.)

Vi genomfor ett steg av Newtons metod med startpunkt 29 = (1, 1, 1). Vi bildar funktio-
nen

R

f(z) = To%3 — T3 (1.92)
z3—1
Residualen blir
-1
b=—-f(1,1,1)= 1|0 (1.93)
0
Vi beriknar Jacobi-matrisen
2$1 2.7)2 2.@3 2 2 2
ffe)=10 23 z—1|, A=f(1,1,1)=1]0 1 0 (1.94)
0 0 223 0 0 2

och stiller upp och léser det linjiriserade ekvationssystemet

2 2 2 | =1l —0.5
Ah=b, |0 1 O| (hal =101, h=1| 0 (1.95)
0 0 2| |hs 0 0
Slutligen uppdaterar vi approximationen
1 —0.5 0.5
r1=x0+h=|1|+| 0 | =]1 (1.96)
1 0 1
Vi kom lite nirmare lésningen & = (0,1,1). I nista steg fir vi residualen b =

—f(0.5,1,1) = [-0.25,0, 0] den ir lite mindre 4n den fSrra. Iterationen fortsitter.
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Nir man kér berikningen péd dator ser man att iterationen konvergerar men ganska ling-
samt. Forklaringen 4r att Jacobi-matrisen ir singuldr i 18sningen z = (0, 1, 1):

A:f/(07171):

e e e

2 2
10 (1.97)
0 2

Matrisen dr dock icke-singulir i en omgivning av Z, men den ér nira singulir och Lipschitz-
konstanten L dr dirf6r nira 1.

1.4 Kedjeregeln

Vi kommer ihag frin del I att derivatan av en sammansatt envariabelfunktion g = f o u, dvs

g(t) = f(u(t)), ges av kedjeregeln:

9(1) = S (e = £ )0 (199

Hir kallas f yttre funktion med den yttre derivatan f’(u(t)) och w inre funktion med den inre
derivatan u/(t). Med beteckningarna y = f(z), x = u(t) kan detta ocks3 skrivas
dy dydx
_— = 1.99
dt  dxdt (1.99)
Vi ska nu se hur kedjeregeln generaliseras till flervariabelfunktioner. Vi bérjar med ett enkelt
specialfall. Vi tinker oss en partikel som ror sig pd ytan (se exempel 1.5)

z = f(x,y) (1.100)
Om partikelns x, y-koordinater ir
{x = ult) (1.101)
y =wv(t)
sd 4r hojden vid tiden ¢
z = f(u(t),v(t)) (1.102)

Hirirg(t) = f(u(t), v(t)) en sammansatt funktion med yttre funktion f och tvd inre funktioner

u, v. Vi vill bestimma héjdindringen per tidsenhet, dvs £ eller ¢/ (t).
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(Kedjeregeln (speciellt fall)) Antagatt funktionen f: R? — Rirderiverbar
och att funktionerna u: R — R, v: R — R ir deriverbara. D3 ir den sammansatta
funktionen g: R — R, som gesav g(t) = f(u(t), v(t)), ocksd deriverbar med derivatan

(6) = S 1(ult) 0(0) = A, o) O + o OW ) (1103
Med beteckningen z = f(z,y), z = u(t), y = v(t), kan detta ocksi skrivas

dz  Ozdx 0zd
£_ZEZ 2D (1.104)
dt  Oxdt Oy dt

Vi bevisar en generell version av kedjeregeln senare. Notera att hir har vi en yttre funktion f av
tvé variabler med partiella derivator f{, f5. Den sammansatta funktionen g och de tvd inre funk-
tionerna u, v ir funktioner av en variabel med ordinira derivator ¢/, u/, v'. Alternativt: partiella

0z 0z dz dz dy
derivator —, — och ordinira derivator —, —, —.
VO 52 By VO A
Man beriknar de yttre derivatorna i tur och ordning och multiplicerar med motsvarande inre
derivata. Den mer kompakta varianten 1.104 4r praktisk dd funktionerna ir givna som formler i

x,y respektive 2.

Exempel 1.19 (Kedjeregeln) Antagattz = 2° — 2zy, dir x = t? och y = cos(t). Vi
anvinder den kompakta varianten 1.104 av kedjeregeln:

d: _0zde  0zdy
dt Oz dt  Oydt
= (3% — 2y)(2t) + (—22)(—sin(t))

= 2t(3t* — 2cos(t)) + 2t%sin(t)

(1.105)

I det hir exemplet kan man litt kontrollera genom att sitta in och bilda z = x3 — 2xy =
t6 — 2¢2 cos(t) och sedan derivera detta uttryck med avseende pa ¢ utan kedjeregeln.

Obs att (1.103) kan skrivas som en matrisprodukt:

& s, o(0) = @) F30) [Z‘gﬂ (1.106)

Detta ir ingen tillfillighet, som vi strax ska se.
Nu tinker vi oss att de inre funktionerna ir funktioner av tva variabler:

g(s,t) = f(u(s,t),v(s,t)) (1.107)
eller

z=f(x,y) medz =u(s,t), y=u(s,t) (1.108)
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Vi vill bestimma de tvi partiella derivatorna med avseende pi s och ¢. Vi anvinder kedjeregeln for

de tvi variablerna separat:

g1(s,t) = a*f(ﬂ( t),v(s,t))
f (u(s, ), v(s, t)ui(s,t) + fa(u(s,t), v(s,t))vi(s,t)
ga(s,t) = 51’(“( ,£),v(s,1))
= fi(u(s, t),v(s,t))us(s, t) + f3(uls, t),v(s,t))v5(s, t)
eller
0z 0z0xr 0z 8y
s 0r 0s oy dy Os
0z 0z0x 020y
ot 0z ot oyot
P4 matrisform:
0 0
2 it 0,005,0) 2 stats, 0,00,
(s, t) uh(s,t)
[Fats.000(5,0) fluto o) [0 1)
eller
or 00
[az az} B [az az] ds Ot
% E o (9.2? 8y ay ay
ds Ot

Vi kan nu formulera kedjeregeln i generell form.

(Kedjeregeln) Antagattg: R” — R™, f: R™ — RP med § = ¢(Z) och
att derivatorna ¢’ (Z) and f’(7) existerar. D4 ir den sammansatta funktionen

u=fog:R" - RP, wu(zx)= f(9(x)) (1.113)
deriverbar i T med derivatan

u'(z) = f(9)g'(T), dirg=g(z) (1.114)

Bevis. Attgoras... [ingar ej i ar]

(1.109)

(1.110)

(1.111)

(1.112)
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Kedjeregeln ir en produke av Jacobi-matriser av typ p X n = (p x m)(m x n), nirmare
bestimt

Juy ,_ ouy ,_ of1,_ of1 0g1 ,_ og1 ,_
87:1(:6) 87:1:,1(96) Tm(y) %(?/) 8x1(m) 87%(55)
ou, o | lof Ty an; T o

@ @] 520 - 220 | 2@ . e

(1.115)

Trots att detta uttrycks med hjilp av partiella derivator s ricker det inte att funktionerna f och g

ar partiellt deriverbara for att kedjeregeln ska gilla: de mdste vara deriverbara, se definition 1.10.
For funktioner av en variabel kan man berikna Lipschitz-konstanten med hjilp av derivata,

Ly = maxger | f'(z)|. Motsvarande giller ocksd for flervariabelfunktioner. Vi behdver forst defi-

niera konvex mingd.
Definition 1.13 (Konvex mangd) Mingden A C R" kallas konvex om
r,yeA=z(t)=x+tly—z)c A Vtel0,1] (1.116)

Med andra ord: om x, y € A sdinnehiller A alla punkter z(t) pd rita linjen som gér frin =

till y.

Exempel pi konvexa mingder: intervall I = [a,b] C R, rektangel [a,b] X [c,d] C RZ klot
Br(z) = {x € R" : |z — z|| < R} C R". (Lést uttryckt: randen fir inte bukta indt.)

(En deriverbar funktion ar Lipschitz) Om f: R™ — R" ir deriverbarien
konvex mingd A, si dr f Lipschitz-kontinuerlig i A med konstanten

Ly = mn max max

of;
naxma | 2 ()| (1.117)

858]'

Bevis. (Avancerat.) Tagz,y € A.Viskavisa || f(y)—f(z)|| < L¢|lx—y||.Bildaz(t) = z+t(y—
x) fért € [0, 1]. Dé ligger 2(t) i A (konvex mingd) och envariabelfunktionen F'(t) = f(z(t)),
t € [0, 1], dr definierad. Speciellt har vi F'(0) = f(z) och F'(1) = f(y).

Enligt fundamentalsatsen f6r funktioner i en variabel och triangelolikheten har vi

10~ F@l = 1F ) - Fol = | [ SF0a]

(1.118)
/ IGFOld < max [P
Enligt kedjeregeln har vi hir
d d / / g
3 Ft) =3 f(=(t) = F(t)2(t) = f2()(y — 2) (1.119)
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ty 2/(t) = y — x. Den i-te komponenten ir i absolutbelopp

afz
(£ )y —x)),] = \Z —ay)| < m max max (%] &)[ly — x| (1.120)
och normen blir
= 2
1F' )y =)l = | D (f'GE)(y - ); < nmax | (f'(2(1))(y = 2)),]
o1 (1.121)
< mnmaxmaxmax )H — x|
i
sd att
|| F@)| < mnmaxmaxmax ‘H | (1.122)
te[o 1]
Insittning av denna olikhet i (1.118) avslutar beviset. O

Olikheten i(1.121) ger en Lipschitz-konstant fr (). Se ocksa exempel 1.12 fér en lite annor-
lunda berikning av Lipschitz-konstant for f/(§).
Vi upprepar exempel 1.12.

Exempel 1.20 (Lipschitz-kontinuerlig funktion) Visa att funktionen f: R? — R,
som definieras av f(z) = 22 ir Lipschitz-kontinuerlig pa rektangeln A = [—3, 3] x
[—5, 5]. Mingden A ir konvex s vi kan anvinda sats 1.7.

Vi beriknar Jacobi-matrisen:

f'(z) = {%(1‘) g—;;(x)} = [z2 1] (1.123)
Viharm = 1,n = 2 och sats 1.7 ger
Ly=1-2max (max\xgl,maxhcl\) = 2max(5,3) =10 (1.124)
€A €A

Lite simre konstant 4n i exempel 1.12, men enklare berakning Med hjilp av Frobenius-

normen i exempel 1.13 skulle vi fi Ly = /5% + 32 = /34 < 6.
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1.5 Derivator av hégre ordning

Man kan naturligtvis derivera partiellt mer 4n en gang. Vi introducerar detta forst fr en funktion
avtypen f: R?2 — R, 2 = f(x,y). Vikan bilda rena andraderivator med avseende pi  och y:

02z 0 0z O*f
= o = (@) = (1)(w,y) = flaly) = fHi ()

1.125)
0z 00z 0? (
o ayﬁ(x,y) = (f)(x,y) = [ (@,y) = fih(a,y)
och blandade andraderivator med avseende pa x och y:
0%z 0 0z 0’ f
= 2% _ T (o) = (f)(ay) = flalay) = F(a.y)
drxdy Oz dy  Oxdy (1.126)

0%z _ 00z 0% f
oydx  OyOxr  Oyox

(fL‘,y) = (f;/v);/(x’y) = fa/:,y(x>y) = f{IQ(wvy)

Piliknande vis kan man definiera rena och blandade partiella derivator av ordning 3, 4 och si vidare.
Observera att vi anvinder ménga beteckningar f6r partiella derivator; det 4r viktigt kunna anvinda
dem alla for de forekommer i litteraturen.

Exempel 1.21 (Partiella derivator av hégre ordning) Lit f(xz,y,2) = 22¢* Y. Vi
beriknar nigra partiella derivator.

fi(z,y,2) = 22e" Y, folz,y,2) = —2%e" 7Y, fi(z,y,2) = 22¢"7Y  (1.127)

oz, y,2) = (f)i(z,y,2) = %(Qzew_y) = 2z¢% Y (1.128)
F0,2) = (2,9, = 5 (267) = 22 (1129
Hal@,,2) = (F)h(0,1,2) = oo (22e5Y) = 265 (1130
3(2,3,) = (b)h = e(226Y) = 26 (1131
41(2,2,2) = (Fa)h = 5o(267Y) = 26 (1132

Observera att f5; = fi5 och f{435 = f44; hir. Det ir ingen slump.

(Blandade derivator &r lika) Antag att tvi blandade derivator bestir av
samma partiella derivator men tagna i olika ordning. Om dessa blandade derivator ir kon-
tinuerliga i ¥ och om alla derivator av ligre ordning 4r kontinuerliga i en omgivning av T si
ar de tvd derivatorna likai Z.

Vi utelimnar beviset. Hir 4r en enklare (men lite svagare) formulering:
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(Blandade derivator ar lika) Om alla partiella derivator till en funktion ir
kontinuerliga i en omgivning till punkten 7, sa spelar det ingen roll i vilken ordning man
beriknar de partiella derivatorna i punkten .

Vi utelimnar beviset.

Exempel 1.22 (Vagekvationen) Visa att funktionen
w(z,t) = f(z —ct) + g(x + ct) (1.133)
uppfyller vigekvationen

0w ,0%w

Hir ir f och g godtyckliga envariabelfunktioner, c en positiv konstant och  och ¢ rumsko-
ordinaten respektive tiden. Termen f(z — ct) betyder en vig med profilen y = f(x) som
r6r sig t hoger lings x-axeln med farten c. Termen g(x + ct) dr en vig som ror sig it vinster.
Vi berdknar derivatorna i (1.134) med hjilp av kedjeregeln. Vi har

wl(z,t) = f(x — ct) + ¢ (z + ct), (1.135)
Wiy (z,t) = (2 —ct) + ¢"(x + ct) (1.136)
wi(z,t) = —cf'(z — ct) + cg'(x + ct), (1.137)
wiy(z,t) = A" (@ — o) + " (z + ct) (1.138)

Alles: wy, = 2w

1.6 Taylors formel

Vi ska hirleda Taylors formel av ordning 2 f6r flervariabelfunktioner.
Vi erinrar oss Taylors formel av ordning 2 fér en envariabelfunktion F i punkten ¢ (se Taylors
sats, sats 5.2 i del I):

F(t) = F() + F'(0)(t — 1) + 3F"({)(t — §)* + E[F,)(t) (1.139)

dir resttermen ges av B[ F, 1](t) = ¢ F"(s)(t — )3 for nigot s mellan ¢ och £. Taylors polynom
for F' i punkten ¢ ir

Py[FT)(t) = F(8) + F'(T)(t — ) + § F"(£)(t — £)° (1.140)
Det idr det unika polynom av grad 2 sadant att

PZ[Fvﬂ(ﬂ = F(E)v P2[F7ﬂ/(£) = F’(f)» PQ[F>ﬂ”(ﬂ = F”(ﬂ (1'141)
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dvs derivatorna till och med ordning 2 stimmer &verens i t.
Med beteckningen ¢ = ¢ + h kan vi skriva (1.139) pi kompakt form:

F(t+h)=F(#) + F'(Hh+ LF"(#)h* + E5[F,1)(t) (1.142)
med E[F,t](t) = $F"(s)h3.

Nu generaliserar vi till en tvd-variabelfunktion, f: R2 — R, och skriver

T = [wl} =Z+h= [fl] + [hl} (1.143)
X9 T2 h2
Vi bildar en envariabelfunktion genom att evaluera f lings den rita linjen genom Z och :

F(t)= f(z+th), teR (1.144)

Da harvi F'(0) = f(Z) och F(1) = f(z + h) = f(z). Vi skriver ned Taylors formel for F' i
punkten O med ¢ = 1:

F(1) = F(0) + F'(0)1 + $F"(0)1% + LF"(s)1° (1.145)
Vi beriknar derivatorna med hjilp av kedjeregeln:

F'(t) = %f(i +th) = f1(ZT + th)hy + f5(% + th)hsy (1.146)

FO0) = i@+ i@ = (@) @) 2] = ron e

och
1A d ! [ — ]/ —
F'(t) = &(fl(w Fth)hy + f5(Z + th)hg) (1.148)
= (@ +th)h3 + f15(T + th)hiha + Y (T 4+ th)hahy + f35(Z 4 th)h3 (1.149)
F"(0) = f1(2)h7 + 2f15(2)hha + f35(Z)h3 (1.150)
— ffl(j) f12(_)] I: :| T ¢ =
e 1] [J0) 1200 e (115

Hir har vi anvint att f{5(Z) = 4, (Z) enligt sats 1.9 och infort Hesse-matrisen

() = [ 11(7) f{’z(ff)] _ [ (@) gz(l’)] (1.152)

01(7)  f5(7) 12(7)  f5(7)

Taylors polynom av grad 2 for f i punkten Z ir alltsa:

Po[f,a)(x) = Pulf, 7)(z + h) (1.153)
= f(&) + [1(@)h1 + f5(T)ha + 5 (f1(@)RT + 2f15(Z)hihe + fon(Z)h3)  (1.154)

hi| |1 11(@) fla(@)] [P
PIA@ A@] ] +bon] [ RO ] 0

= f(@) + f(@)h + 3h" f"(@)h (L.156)
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Detta ir ett polynom av grad 2 i variablerna &1, 2. Den andra termen f '(Z)h ir en linjir funktion
av h och den tredje termen $h” f”(Z)h ir en kvadratisk form i h.
Genom att berikna F"’'(s) fir vi resttermen

By[f,7)(x) = 5F" (s)

(1.157)
= 4 (A (OhE + 31> (©)hTha + 3F5(Ehh3 + £33 (©)h3)
dir £ = T + shir en (okind) punkt mellan & och x. Vi fir begrinsningen
| Bo[f, 7)(2)] < K||h|® (1.158)

Konstanten K beror pi maximum av beloppen av tredje-derivatorna Gver en omgivning av Z.

Definition 1.14 (Hesse-matrisen) Lit f: R" — R. Antag att alla dess partiella deri-
vator av ordning upp till och med 2 ir kontinuerliga i en omgivning till punkten Z. Hesse-
matrisen for f i Z dr den symmetriska matrisen av andra-derivator:

f"(z) = D*f(z) = (fi(@)7j=1 € R (1.159)

Den ir symmetrisk eftersom f;3(Z) = f};(Z) enligt sats 1.9. Hesse-matrisen kan beriknas
som derivatan av transponatet av D f (), dvs

D*f(z) = D((Df)")(z) (1.160)
se problem 1.7.

Formeln (1.160) ir praktisk di den gér det mojligt att berikna Hesse-matrisen numeriskt genom
upprepad anvindning av algoritm 1.

(Taylors sats) Antag f: R” — R har kontinuerliga partiella derivator av
ordning 3 i en omgivning av punkten Z. Da giller Taylors formel for alla x i denna omgiv-
ning, dvs

f(@) = f@) + f@)h+ ihT"(@)h + Bslf,3)(z), h=z-1% (1.161)

dir resttermen uppfyller olikheten | Es[f, Z](z)| < K||h||® med K = ¢, max| Ll
ddr maximum tas med avseende pi ¢, 7, k och med avseende pd alla £ i den nimnda omgiv-
ningen.

Polynomet
P[f,7)(x) = f(@) + ['(Z)(x — ) + 3(z — B)T f"(Z)(z — 7) (1.162)

kallas Taylors polynom for f i punkten Z.

Poingen med Taylors formel (1.161) 4r att man fir en formel (uttrycke i tredje-derivatorna) f6r
resttermen, vilket gor det méjligt att uppskatta hur fort den gir mot 0 di A — 0.
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Bevis. Beviset ir analogt med beviset av fallet med n = 2 ovan. O
. z1 8 .
Exempel 1.23 (Taylorpolynom) Lit f(z) = — + — — z5. Berikna Taylors polynom
T T

avgrad 2 for f i punkten = (1,1).
Vihar f(1,1) = 8. Jacobi-matrisen ir

fl(z) = [:c2_1 = 8$1_2 —mlxz_z = 1] . ff(1,1) = [—7 —2]
Hesse-matrisen ar

-3 —2
1627 —Zqy

=S ] ran=|1

Taylor-polynomet ir
Polf,z)(z) = f(1,1) + f/(1, DR+ 30T (1, 1)k

=s+ 1 2] +im w1 3]

o | |z —1
diir h = M _ [:@—1]

1.7 Gradient och riktningsderivata

I det hir avsnittet kommer vi att anvinda beteckningar frin geometriska vektorer. Vi tar en deri-
verbar funktion av typ f: R3 — R (eller f: R? — R). Vi betrakar den som en skalir funktion av
rumskoordinaterna, dvs ett skaldrt filt. Viskriver w = f(x,y, ) (eller z = f(x,y)). Vikan idven
anvinda ortsvektorn = (x,y, z) och skrivaw = f(r).

Gradienten till f ir

Vi(z,y,2) = fulz,y, 2)es + [ (z,y,2)ey + fi(z,y, 2)e- (1.163)
eller pa kompakt form
vf(xa Y, Z) = (f;;(l', Y, Z), fgﬁ((x? Y, 2)7 f;(.’L’, Y, Z)) (1164)

Observera att V f ir en vektorvird funktion av rumskoordinaterna, dvs ett vekzorfilt. Gradienten

skrivs ibland grad f.

Definition 1.15 (Nabla-operatorn) Nabla-operatorn ir

0 0
V=—e,+ €+

0
a_ ¢z 1.1
o a9 e (1.165)

0z
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Nabla ir en deriveringsoperator som verkar pa ett deriverbart skalirt filt enligt

0 0 0
Vf(ﬂf,y,Z) - (%ex+aiyey+$ez)f(xvyvz) (1166)
= (fa,:(l‘a Y, Z)7 fg,/(l‘a Y, Z)a f,;(:l:a Y, Z))
Exempel 1.24 (Gradient) Lit f(z,y,2) = 2% + 3y + 22 Vifarda

Obsatt f(r) = |r|? och Vf(r) = 27.

Definition 1.16 (Riktningsderivata) Litu = (uy,u,, u,) vara en enhetsvektor, dvs
|u| = 1. Riktningsderivatan i riktningen w av ett skalir filt f i punkten a = (ag, ay,a.)
ar

d
Dy f(a) = &f(ax + tug, ay + tuy, a, + tu,) a (1.168)

Med andra ord: vi deriverar envariabelfunktionen ¢g(¢) = f(a + tu) i punkten ¢ = 0, dvs
Dy f(a) = ¢'(0).

Funktionen g(t) = f(a+tu) evaluerar filtet f lings den rita linje som gir genom punkten a och
som har riktningsvektorn w. Det ir viktigt att rikeningsvektorn ir normerad, |u| = 1, annars fir
man fel virde pa derivatan.

(Riktningsderivata) Om f ir deriverbar i a si giller

Dy f(a) =u-Vf(a) (1.169)

Bevis. Kedjeregeln ger

%f(a +tu) = fl(a+ tu)u, + f;/(a + tu)uy + fi(a+ tu)u, (1.170)
=u-Vf(a+tu)
Medt = 0firviDy f(a) = u - Vf(a). O

Vi noterar att w - V f(a) ir den skalira projektionen av gradientvektorn V f(a) pa riktnings-
vektorn w. Vi har alltsd

Duf(a) = u-Vf(a) = [u|[Vf(a)|cos(0) = |V f(a)|cos(0) (L.171)
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dir 6 dr vinkeln mellan vektorerna. Vi ser att riktningsderivatan i riktningen w blir maximal da
cos(f) = 1, dvs da w ir parallell med V f(a), och minimal d cos(#) = —1, dvs dd w ir anti-
parallell med V f(a). Vi drar slutsatsen att V f(a) pekar i den riktning dit f dkar snabbast och
—V f(a) pekar i den riktning dit f minskar snabbast. Den storsta derivatan fis i riktningen u =
Vf(a)/|Vf(a)| och den ir Dy f(a) = |V f(a)|. Den minsta derivatan fis i riktningen u =
—Vf(a)/|Vf(a)| ochdenirD,f(a) = —|V f(a)|.

Exempel 1.25 (Riktningsderivata) Lit f(z,y,2) = 22 + y? + 22. I exempel 1.24
riknade vi ut att V f(x,y, 2) = (2x, 2y, 22). Vi vill rikna ut derivatan i riktningen v =
(4, 3,0). Vi maste normera riktningsvektorn, u = v/|v| = (4, 3,0) /5. D4 fir vi

Duf(1,2,3) = - VF(1,2,3) = é(4, 3,0) - (2,4,6) — 4 (1.172)

I vilken riktning okar funktionen snabbast i punkten (1,2, 3)? Jo, i riktningen w =
Vf(1,2,3) = (2,4,6). Detta ir 2r dir = (1,2,3) ir ortsvektorn fér punkten
a = (1,2, 3), dvs rake ut frin origo. Detta ir vintat eftersom funktionen ir rotationssym-
metrisk. Den stdrsta derivatan i punkten (1, 2, 3) ir [V f(1,2, 3)| = [(2,4,6)| = 56, den
fis i riktningen rak utat. Den minsta dr —56, i riktningen rakt indt.

En slutlig kommentar: Med matrisbeteckningar ir u - V f(a) inget annat dn f’(a)(u), dvs
derivatan verkande pa vektorn .
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1.1 Funktioner av flera variabler

Ovning 1.1 Rita graferna till funktionerna f(x, y).

(@1-z2—y* O)VI—y (o)y/1—x2—y?

Ovning 1.2 Ritanivikurvorna f(z,y) = C for C = —2, —1,0, 1, 2 for funktionerna.
@z+y Gyl+2?) (Ql-22-¢y* (DvVI-y

Ovning 1.3 Rita delmingderna av planet R%. Finn om mgjligt en inre punkt, en yttre
punkt och en randpunkt. Avgér om mindgerna ir 6ppna, slutna eller ingetdera och om de
ir begrinsade eller ¢j.

@{(z,y):x>0,y>0,z+y>1} ) {(z,y):2?+y? <2z}

©{(z,y) 1 2® +y> <LFU{(2,y) : 2> + > 24} (d) {(z,y) : |z + |y| > O}

Ovning 1.4 Undersok om funktionerna har grinsvirde dd = — 0.

2 2 2 24 .2
(@) z1zs  (b) 7 — 375 T1T5 7 + 75

—= d
2x%+az§ (C)x%qu% ( )m1+a:2

Ovning 1.5 Undersdk om féljande grinsvirden existerar eller ¢j:
@) sin(z? + 32) i sin(2? + 32)
(z9)=00) 2% +y? (z9)=>(00) 7

T1To + 1

Ovning 1.6 Bestim definitionsmingden och virdemingden till f(z) = P
1— T2

1.2 Linjdrisering och derivata

Ovning 1.7 f(z,y) = /22 + y>.

Y
() fz(3,—4) (b) f3(3,—4) (o) f(3,—4)
Ovning 1.8 f(s,t) = (s> +t2)/\/s + t. Berikna f(5, —1).

Ovning 1.9 u(z,y,z) = zarcsin(y/x). Berikna v/, (5, 3, 5).
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Ovning 1.10 Berikna linjiriseringen av f i Z.
(@) f(z) = e ™tsin(z2), Z = (0,0)

(b) f(z) = ||=||* = 2 + 23 + 23, T = (1,1, 1)
CHOR Il IEEICRY

—Z9 + L1292

Ovning 1.11 Berikna linjiriseringen av f i Z.

(@) f(z) = [sin(xl) + cos(:cg)] Cz=o0

cos(x1) + sin(z2)

(b) Berikna Jacobi-matrisen.
1

@ f(x)=1| 1+z1 |, z=(1,1)
14 z1e™2

Ovning 1.12 Berikna linjiriseringen av f i £.

@r =] =2 wre=|, ] i=0

Ovning 1.13 Anvind linjirisering for att bestimma en ekvation for tangentplanet till
grafen z = f(z,y) i punkten (Z, 7, 2).
(0)2® + 2% (1,1,3)
1
(b) m: (]-a ]-7 5)

1.3 Newtons metod

Ovning 1.14 (a) Skriv systemet

U2 (1 = u%) =0
2—uue =0
pé formen f(u) = 0. Finn alla 18sningar med handrikningar.
(b) Berikna Jacobi-matrisen.

(c) Gor ett steg av Newtons metod (handrikning) med startvektor u® = E] .
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Ovning 1.15 (a) Skriv systemet

pé formen f(u) = 0. Finn alla 18sningar med handrikningar.
(b) Berikna Jacobi-matrisen.

(c) Gor ett steg av Newtons metod (handrikning) med startvektor u® = B] .

1.4 Kedjeregeln

- d
Ovning 1.16 Berikna d—{

) f(x,y) =22 —y?medx =t + 1/t,y =t — 1/t
(b) f(z,y) = e?* ¥ med x = In(t), y = ¢

Ovning 1.17 Berikna 0f/0u och 0f/0v.
(@) f(z,y) =2y’ medz =u+ v,y =u—v
(b) f(z,y) = 2% — 2y? med z = 2u + v,y = 3u — 2v

Ovning 1.18 Anvind sats 1.7 for att bestimma en Lipschitz-konstant fr f pd A.
(@) f(z) = sin(z122), A = [0,1] x [0, 1]
2.5
Litlo

) @) = |12 4= B0

1.5 Derivator av hogre ordning

Ovning 1.19 Lit f(x,y, 2) = oy’ sin(22). Berikna derivatorna.
(a) fis(z,y,2) () f3a(z,y,2) (o) fils(,y,2) (d) fi5: (2,9, 2)

1.6 Taylors formel

Ovning 1.20 f(z) = x5 + 23 — 129 Bestim Taylors polynom av grad 2 i punkten
z=(1,1).

Ovning 1.21 f(x1,x9,23) = %xi’ + 23 + 22 — 4x179. Bestim Taylors polynom av
grad 2i punkten Z = (1,1, 1).

Ovning 1.22 Bestim Taylors polynom av grad 2 for funktionen f(z,y) = In(2z+y2) —
2y + 5ipunkten (0, 1).
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1.7 Gradient och riktningsderivata

Ovning 1.23 Berikna gradienten och riktningsderivatan av f i punkten a i riktningen v.
(a) f(iL', y) = sin(x/y), a = (17 1)> V= (27 1)

(b) f(z,y,2) =24+ z+xe¥,a = (—1,0,2),v = (2,1,2)
() f(z,y,2) =2+ 2+ ze¥,a = (—1,0,2),v = (1,1,0)
() f(z,y) = 2* — 6y%,a = (7,2),v = (1,1)

Ovning 1.24 Berikna maximala och minimala riktningsderivatan av funktionen zyz i

punkten (1,2, 3).

1.9 Problem

1.1 Funktioner av flera variabler
1.2 Linjdrisering och derivata

Problem 1.1 Bestim Jacobi-matrisen for den linjira funktionen f(z) = Ax med A €
Rmxn‘

Problem 1.2 Antagatt F': R — R ir deriverbar. Visa att funktionen u(z,y) =
xF(y/x) satisfierar den partiella differentialekvationen

ou ou

Tos TG, = U (1.173)

1.3 Newtons metod
1.4 Kedjeregeln

Problem 1.3 Infor nya variabler u = x, v = 2z — y i differentialekvationen

OF 49 OF n
T 9%
or 9 Y
Bestim sedan den 18sning till differentialekvationen som uppfyller randvillkoret F'(z,0) =
2
x°.

Problem 1.4 Los vagekvationen wy = T genom attsittau = x — ct, v = x + ct.



Problem 1.5 Antagattz = f(x,y) och infor polira koordinater r, 6 genom

x = rcos(f)

y = rsin(0)

Visa att Laplaces ekvation 2y, + 2z, = 0 blir

0%z 10z 1 0%z

a2 tror Tiae Y

1.5 Derivator av hogre ordning

Problem 1.6 Visa att u satisfierar Laplaces differentialekvation uly, + uy, + u7, = 0.

(a)u = 3 cos(52)  (b)u =In (x/x2 + y2> () u= (a2 +y? + 2271/

1.6 Taylors formel

Problem 1.7 Visaatt Hesse-matrisen ges av D% f(z) = D((Df)T)(z).

Problem 1.8 Bestim Taylors polynom av grad 2 i origo av den funktion z(z,y) som
definieras implicit av ekvationen xy + xz + sin(z) = 0 med tilliggsvillkoret 2(0,0) = 0.

Problem 1.9 Los tredjegradsekvationen 23 + (1 +xy)z —x —y —xy = 0 approximativt
for smé |z|, |y| genom Taylorutveckling av z(z, ). Tag med termer av grad hogst 2.

1.7 Gradient och riktningsderivata

Problem 1.10 Litr = (z,y) vara ortsvektorn i planet och f(r) = In(|r|). Visa att
T T

Vf(’“):W:

|

Problem 1.11 Litr = (z,, 2) vara ortsvektorn i rummet och f(r) = |r|~!. Visa att

T T

Problem 1.12 Berikna vinkeln mellan gradienterna till In(/ 22 + y?) och arctan(y/x).

Problem 1.13 Visa att riktningsderivatorna av f(x, y, 2) i riktningarna e, e, och e, ir
de partiella derivatorna f;, f, respektive f.
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Mycket ingenjorsarbete gdr ut pd att optimera, dvs att minimera eller maximera ez funktion.
Det kan vara att maximera utbytetﬂv en process, minimera mdterz'aldtgd’ngen, minimera en
kostnad och sé vidare. Vi vill alltsd berikna max f(x) eller min f(x). Det handlar om att
sortera virdena, vilket dr en kostsam berdkning. Ofta kan man ta en genvig med hjilp av
flervariabelanalys: i en maximipunkt eller minimipunket géiller

fllz)=0 2.1

Detta dir ett system av ickelinjira ekvationer som kan losas med Newtons metod. Detta dr inled-
ningen till ett viktigt matematiskt omride: optimeringslira.

2.1 Extremvarden

Definition 2.1 (Extremvarde) Lit f: R™ — R. Funktionen har lokalt maximum i T
om det finns en omgivning Bs(Z) sd att

f(z) < f(z) Vx € Bs(z) ND(f) (2:2)
Funktionen har globalt maximum i T om
flz) < f(z) Vx e D(f) (2:3)

Genom att vinda olikheten, dvs f(x) > f(Z), definierar vi lokalt minimum och globalt
minimum. Virdet f(Z), dvs maximum eller minimum, kallas extremuvirde. Punkten & dir
maximum eller minimum intriffar, kallas extrempunket.

51
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Ofta soker vi globalt maximum eller minimum &ver en delmingd A till D(f), dvs max f(z)
Te
eller migl f(x) med A C D(f). Vi skriver ocksd max f och mjn f. Det betyder att vi betraktar
re
funktionen f: A — Ristillet. Att max f () existerar betyder alltsd att det finns minst en punkt
ze

T € Asdate f(T) = max f (). Vi erinrar oss definitionen av inre punkt och randpunkt frin
ze

definition 1.2.

(N6dvandiga villkor for extremvarde) Lit f: R” — Roch A C D(f).
Om f: A — R har extremvirde i Z, sd dr  en av f6ljande slags punkter:

(a) kritisk punke il f, dvs en inre punke till A dir f/(z) = 0;
(b) singulir punkt till f, dvs en inre punke till A dir f'(Z) ej existerar;
(c) randpunks till A.

Kritisk punkt kallas ibland stationdr punkt.

Bevis. Antagatt T dr en punkt som inte ér av typen (a), (b) eller (c). Alltsd ir Z en inre punkt med
f'(x) # 0. Vi miste visa att T inte ir extrempunkt.

Antag motsatsen, dvs att Z ir extrempunkt. Bilda envariabelfunktionen g(t) = f(Z + th)
medt € Roch h € R" med ¢ silitetatt z + th € A.Dihar g en extrempunktit = 0 for alla
riktningar h. Frin envariabelanalys vet vi att dd méste derivatan ¢’'(0) = f/(Z)h vara 0 for alla h.
Det ir oméjligt eftersom f(z) # 0. Tag till exempel h = f/(Z)T siate g’ (0) = f/(2)f'(2)T =
|f/(2)]|? # 0. Alltsd 4r Z en extrempunke. O

Satsen handlar om bland vilka slags punkter vi ska s6ka extrempunkter. Vi tittar pa kritiska
punkter, singulira punkter och randpunkter. Bland dessa kan vi finna lokala maxima och lokala
minima. Sedan jimfor vi virdena i dessa punkter for att finna eventuella globala maxima och minima.

Sats 2.1 garanterar inte att det finns nigra extrempunkter. Men det gor foljande sats. Vi erin-
rar oss definitionerna av begreppen sluten mingd och begrinsad mingd frin definition 1.3 och
definition 1.4. En mingd som ir sluten och begrinsad kallas kompak:.

(Extremvardessatsen) Om f ir kontinuerlig pa en sluten och begrinsad
(kompakt) mingd A, si antar f bide ett storsta virde och ett minsta virde i A. Med andra
ord: det finns punkter i A dir f har globalt maximum och globalt minimum.

Vi utelimnar beviset. Denna sats 4r flervariabelvarianten av extremvirdessatsen i envariabelanaly-
sen, sats 4.9 1 del I. Den ger alltsd tillrickliga villkor for globala maxima och minima. Vi illustrerar
dessa satser med négra exempel.

Exempel 2.1 (Extremvarde) Lit f(z) = ||z]|?> = 2} + #3. Diharvi f: R? — R,
D(f) = R2. Vi har inga randpunkter och inga singulira punkter i D( f). Kritiska punkter
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ges av
fl(x) = [2z1 23] =[0 0] (2.4)

dvs ekvationssystemet

rar =52 = o] @)

2.%2

med unik 16sning © = (0, 0). Vi har en kritisk punkt i origo med virdet f(0,0) = 0.
Det ir globalt minimum eftersom alla virden ir > 0. Det finns inget globalt maximum,
ty funktionen ir obegrinsad (definition 1.5): | f(z)| — oo da ||z|| — oo. Vi noterar att
D( f) ir sluten men obegrinsad (ej kompakt), vilket méjliggor att funktionen inte har nigot
globalt maximum i det hir exemplet.

Exempel 2.2 (Extremvarde) Vitar f(z) = [|z||> = 2?2 + 23 igen men soker nu
extrempunkter i mingden A = {x € R? : ||z — | < 2}, dvs en sluten disk med radie 2
och centrumiZ = (1, 0). Eftersom f(x) ir lika med avstindet frin « till origo i kvadrat, si
har vistorst virde i den punkti A som ir lingst bort frin origo, dvs (3, 0). Vihar allts globalt
maximum i (3, 0) (randpunkt) med virdet f(3,0) = 9. Globalt minimum ir f(0,0) =0
som forut (kritisk punkt). Hir dr A sluten och begrinsad och vi har bide maximum och
minimum:

max f(2) = (3,0) =9, min f(2) = /(0,0) = 0 (2:6)

Exempel 2.3 (Extremvarde) Vitar f(z) = 27 + 23, numed 4 = {z € R? :
|z — || < 2}, dvs en Sppen disk. Vi har globalt minimum i (0, 0) men inget globalt
maximum for (3,0) ¢ A. Hir ir A begrinsad men ¢j sluten (¢j kompakt). Virdet 9 ir inte
maximum utan den minsta évre begrinsningen (supremum) till f 6ver A:

sup f(z) =9, min f(z) = f(0,0) =0 (2.7)
zEA z€A

Exempel 2.4 (Extremvérde) Vitr f(x) = ||z|| 72 = 1/(2? + 23) med A = {x €
R?: ||z]| > 1}. Mingden A ir sluten och obegrinsad. Vi har globalt maximum lika med 1
piranden 0A = {z : ||z|| = 1}, men inget globalt minimum f6r f(z) > 0och f(z) — 0
di ||z|| = oo. Virdet 0 dr inte minimum utan den stdrsta undre begrinsningen (infimum)

dll f Gver A:

max f(z) =1, inf f(z) =0 (2.8)
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Exempel 2.5 (Extremviarde) Lit f(z) = ||z|| = /2% + 23 med D(f) = R? och
A={zeR?: x| <1}. Vihar

T
_|vE=E| .
f'(@)" = ==, 2#0 (29)
s &l

Vi har ingen kritisk punkt men en singuldr punkt 2 = (0,0) med f(0,0) = 0. For 6vrigt
ir f(z) > 0, sd att vi har globalt minimum i origo. Maximum intriffar pi randen med

f(z)=1da||z|| = 1. Allesa:

mjxf = 1, mf{nf =0 (2.10)

Exempel 2.6 (Extremvarde) Lit f(z) = 22 — 22 med D(f) = R?. Som i exem-

pel 2.1 har vi inga randpunketer, inga singulira punkter och en kritisk punke (0, 0) med vir-
det f(0,0) = 0. Men funktionen tar bide positiva och negativa virden nira origo:

f(z1,0) = —22 < £(0,0) =0 omx; #0 (2.11)

f(0,22) = 23 > £(0,0) =0 omzy #0 (2.12)

Vi har alltsa varken lokalt maximum eller lokalt minimum i origo. En sidan punkt kallas
sadelpunkt. Denna funktion har varken globalt maximum eller globalt minimum f6r den

gir mot bide +00 och —oo0 di ||z|| — oo i olika riktningar. Definitionsmingden ir bade
oppen och sluten men obegrinsad.

Definition 2.2 (Sadelpunkt) En kritisk punkt som ir varken lokal maximipunkt eller
lokal minimipunkt kallas sadelpunkt.

Hur kan vi avg6ra om en kritiskt punkt 4r lokalt maximum, lokalt mininum eller ingetdera (sadel-
punkt)? Nista avsnitt ger ett svar pd denna friga.

2.2 Kritiska punkter

Antag att f: R” — R har en kritisk punkt Z, dvs en inre punkt till D(f) sidan att f/(Z) =
0. Hur kan vi avgora om det ir en lokal maximipunkt, lokal minimipunke eller sadelpunkt? For
envariabelfunktion erinrar vi oss att vi kan titta pa tecknet av andraderivatan: f harlokalt minimum
iZom f”(Z) > 0ochlokalt maximumiZom f”(Z) < 0.1fdrsta fallet ir funktionen strikt konvex
i en omgivning av Z; i det andra fallet strike konkav.
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For flervariabelfunktion representeras andraderivatan av den symmetriska Hesse-matrisen, defi-
nition 1.14,

i) o (@)

fla)y =1 : (2.13)
(r) o fon(@)

och det blir mera komplicerat att undersdka tecknet och eventuell konvexitet/konkavitet.

Vi erinrar oss frin linjir algebra att en funktion g: R" — R kallas kvadratisk form om den
har formen g(x) = 7 Az med en symmetrisk matris A € R™ ", En symmetrisk matris A (och
motsvarande kvadratiska form 27 Ax) kallas

o positivt definit om x7 Az > 0 for allaz # 0;
* negativt definit om 27 Az < 0 forallaz # 0;
o indefinit om 27 Az > 0 for nagot z och 7 Az < 0 for nagot .
I linjér algebra lirde vi ocksa att en symmetrisk matris A ar
* positivt definit om och endast om alla dess egenvirden ir positiva;
* negativt definit om och endast om alla dess egenvirden ir negativa;
* indefinit om och endast om den har bade positiva och negativa egenvirden.

Obs att det handlar om strikt tecken hir: 7 Az > 0 forallaz # 0 om och endast om alla A, > 0.
Om nigot egenvirde ir 0, dvs alla A, > 0, sd 4r A positivt semidefinit, 2T Az > 0 for alla z.
Motsvarande f6r negativt semidefinit matris.

(Tillrdckliga villkor for lokala extrempunkter) Antagatt f: R” — Rhar
en kritisk punkt Z € D(f). Antag att alla partiella derivator till f av ordning upp till och
med tvi 4r kontinuerliga i en omgivning till Z sa att dven Hesse-matrisen 4r kontinuerlig.
Da giller foljande:

(a) om f”(Z) ir positivt definit s har f lokalt minimum i Z;
om f"(Z) ir negativt definit sd har f lokalt maximum i Z;
om f"(Z) ir indefinit sd ir T en sadelpunkt till f;

(d) om f”(z) dr varken positivt definit, negativt definit eller indefinit si fir vi ingen
information om Z.

Bevis. Vi hirleder Taylors formel av ordning 1, jimf6r avsnitt 1.6. Tag = i den omgivningen av =
dir derivatorna ir kontinuerliga. Vi bildar envariabelfunktionen

F(t) = f(z+th), tel0,1] (2.14)
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medh = x — Z. Diharvi F(0) = f(Z) och F'(1) = f(Z + h) = f(x). Vi skriver ned Taylors
formel av ordning 1 f6r F' i punkten O med £ = 1 (se (1.145)):
F(1) = F(0) + F'(0)1 + $F"(s)1? (2.15)
med s € [0, 1]. Detta ir detsamma som
f(@+h) = f(@) + f(@)h+ 10" (T + sh)h (2.16)
dir T + sh ir en okind punkt mellan Z och . Nu ir f’(z) = 0 (kritisk punkt) s4 att
f(@+h)=f@) + 3h" f"(z + sh)h (2.17)

Antag nu att f”(Z) dr positivt definit, dvs AT f”(Z)h > 0 for alla b € R™. Da ir dven
R f"(z + sh)h > 0 for alla h med ||h|| tillricklige liten, eftersom Hesse-matrisen ir kontinu-
erlig i en omgivning av Z. D4 har vi
f(@+h)=f@)+ 107 (@ + sh)h > f(z) (2.18)
forallaz = T + h # Z ien omgivning av Z. Alltsd: om f”(Z) ir positivt definit, s har vi lokalt
minimum i Z.
Detta bevisar det forsta pastiendet. De 6vriga bevisas analogt. Till exempel: om f”(Z) ir inde-

finit s fir vii(2.17) att f(Z + h) > f(Z) for ndgon rikening h och f(Z + h) < f(Z) for nigon
annan riktning. D4 har vi varken lokalt minimum eller maximum i Z, dvs det 4r en sadelpunke. [

Obs att vi behver strikt tecken hir. Till exempel i fall (a) har vi AT f(Z)h > 0 foralla b # 0.
Om vi bara skulle ha ate 7 f(Z)h > 0 for alla h (positivt semidefinit), si skulle A7 f”(Z + sh)h
kunna vara negativ for nigot litet i och vi kan inte dra nigon slutsats. Dirfor ger fall (d) ingen
information. I detta fall miste man vara innovativ och hitta pa speciella metoder f6r speciella fall.

Exempel 2.7 (Metod for undersokning av kritiska punkter) For att undersoka en
funktion med avseende pa kritiska punkter kan man folja f6ljande steg. Detta ir en limplig
datorévning.

Steg 1. Plotta funktionen (om det gar) for att fa en uppfattning om var de kritiska punkterna
ir. Detta kan anvindas for att hitta bra startpunkter f6r Newtons metod i steg 2.

Steg 2. Kiritiska punkter ges av ekvationssystemet
flx)f =0 (2.19)
Detta 16ses med Newtons metod.

Steg 3. For varje kritisk punkt Z beriknas Hesse-matrisen f”(Z) och dess egenvirden.

Om alla egenvirden A\j, > 0, sa har vi lokalt minimum.

Om alla egenvirden A\j, < 0, sa har vi lokalt maximum.

Om nagotegenvirde A\, > 0 och nigotegenvirde \j, < 0, sd har visadelpunkt.

Annars, ingen slutsats.
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Exempel 2.8 (Kritiska punkter) Vistuderar funktionen f(z) = 2323. Kritiska punk-
ter ges av ekvationssystemet

fl@)T = [Qxlxg] = [8] (2.20)

2,.2
3T1Ts

med I6sningarna 1 = 0 eller xo = 0, dvs kritiska punkter pa hela z1-axeln och hela xo-
axeln.
Hesse-matrisen ar

(2.21)

7@ = |

273 6x173
6123 62372

Vi beriknar den i ndgra av de kritiska punkterna. Med 7 = (0, 1) firvi f”(0,1) = [g g]

med egenvirdena A\; = 0, A2 = 2. Detta ir fall (d) i sats 2.3, dvs ingen information. Vad ir
detd3? Niraz = (0,1) harvi f(z) = f(Z + h) = h3(1 + h2)® > 0 = £(0,1) foralla

sma h. Alltsi: lokalt minimum.

I punkten Z = (0, 0) harvi f”(0,1) = [O 0} med egenvirdena A\; = Ay = 0. Detta ir

0 0
ocksi fall (d). Pi linjen z1 = t, x2 = t harvi
0= f(0,0 t>0
ft,t) =1t >0=1(0,0), t> (2.22)
<0=f(0,0), t<O

ﬂ och minskar i riktningen h = [:ﬂ

Varken lokalt maximum eller mininum, dvs sadelpunkt.

Vi ser att funktionen Skar i riktningen h =

Exempel 2.9 (Kritiska punkter) Vistuderar f(z,y,2) = 2%y + y?z + 22 — 2z.
Kiritiska punkter ges av

22y —2 =10
22+ 292 =0 (2.23)

> +22=0
Tredje ekvationen ger z = —y2/2. Insdttning i andra ekvationen ger 22 — y3 = 0, dvs
y = x2/3, Insittning forsta ekvationen ger 25/3 =1,dvsz = 1.Sedany = 1,z = —1/2.

Vi har en kritisk punke (1, 1, —%)
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Hesse-matrisen ir

2y 2 0
f'(z,y,2) = |22 2z 2y (2.24)
|0 2y 2
2 2 0
f1,1,-3)=|2 -1 2 (2.25)
0 2 2
Egenvirdena ges av
2—A 2 0
2 —1-X 2 :(2—)\)‘_12_/\ ZfA‘—4(2—)\)
0 9 2 _ )\ (2.26)

=(2-A)AN\-A-10)=0

dvs 2 — A = Oeller A> — X\ — 10 = 0. Egenvirdena ir 2, 5 + /% + 10. Ett egenvirde ir
negativt, tva dr positiva. Alltsa: sadelpunke.

2.3 Extremvarden i kompakta mangder

Sats 2.2 garanterar att en kontinuerlig funktion har globala maxima och minima i en sluten och
begrinsad mingd.

Exempel 2.10 (Metod for berdkning av max och min i kompakt mdngd) Antag
att f: R™ — Rir kontinuerlig i den slutna och begrinsade mingden A. For att bestimma
max f(z) och rnig f(z) kan man fslja foljande steg.

Te jaS

Steg 1. Bestim alla kritiska punkter och singulira punkter i det inre av A.

Steg 2. Bestim alla extrempunkter pd randen av A.

Steg 3. Jamfor virdena av f i dessa punkter.

Exempel 2.11 (Berdkna max och min) Bestim maximum och minimum for f(z,y) =
22ye~ (Y jdensslutna triangeln 1" som begrinsas av x-axeln, y-axeln och linjen x +y = 4.
Steg 1. Vi har inga singuldra punkter. Kritiska punkter ges av ekvationssystemet

2rye @Y 4 220~ (@) (1) =
{xye xye (—1) O (2.27)

z2e” (1Y) 4 g2ye=(#HY) (1)
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vilket ir ekvivalent med
zy(2—x)=0
{ y(2 - w) . (2.28)

Forsta ekvationen ger = O eller y = O eller z = 2. Den andra ekvationen ger z = 0 eller
y = 1.Om x = 0 kan y vara godtycklig. Om x = 2 maste y = 1. Vi ser att vi har kritiska
punkter (2, 1) och (0,y) (dvs hela y-axeln). Endast (2, 1) ir inre punke till 7. Virdet ir
f(2,1) = 4e3.

Steg2. Pirandenz = 0: f(0,y) = 0.Pirandeny = 0: f(2,0) = 0.Pirandenz+y = 4:
f(z,4 — z) = 2%(4 — x)e?. Vi bildar envariabelfunktionen g(r) = 22(4 — x)e™* =
(422 —x3)e™* och soker dess extrempunkter i det aktuella intervallet [0, 4]. Kritiska punkter
ges av

g () = 8z —32%)e™ = 2(8 = 3x)e™* =0 (2.29)

med l6sningarna = 0 och = 8/3. Endast 8/3 ir inre punke i [0, 4]. Motsvarande y ir
y = 4 — x = 4/3 och funktionens virde ir g(8/3) = f(8/3,4/3) = (256/27)e . Vi
kollar dven indpunkterna: g(0) = f(0,4) = 0, g(4) = f(4,0) = 0.

Steg 3. Vi jamfor funktionens virde i de olika punkterna:

f(2,1) = 4e™3 ~ 0.199
f(8/3,4/3) = 22—576e—4 ~ 0.174 (2.30)
f(0,y) = f(z,0) =0

Vi drar slutsatsen att

max f(z,y) =4e>, antasi(2,1)
(zy)eT (2.31)
min f(z,y) =0, antaspirandenz =0ochy =0 '
(z,y)eT

Viinser nuatt detta dr ingen praktisk metod: den fungerar baraimycket enkla specialfall eftersom
man miste soka extrempunkter pa randen. I ndsta avsnitt presenterar vi en mer generell metod.

2.4 Lagranges multiplikatormetod

Vihar [6st fria optimeringsproblem, dvs bestimt max f () eller min f(x) éver & € R™. Hir ir vari-
abeln z fri, det finns inga restriktioner. Vi har dven optimerat 6ver kompakt mingd A, vilket kriver
en speciell undersékning av randen 0 A enligt metoden i exempel 2.10. Villkoret f/(z) = 0 ir litt
att arbeta med men ir tillimpligt endast i inre punkt £ € A. Dirfor ir fria optimeringsproblem
enklare eftersom kritiska punkter 4r de enda mojliga extrempunkterna (forutsatt att f 4r deriverbar
overallt). Lagranges multiplikatormetod omvandlar ett optimeringsproblem med restriktioner till
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ett fritt problem genom att ligga till fler variabler.
Optimeringsproblem ir oftast inte fria: det finns restriktioner och samband mellan variablerna.
Till exempel:

minimera f(z, y) under bivillkoret g(z,y) = ¢ (2.32)
Det betyder att minimera pa nivikurvan g(z,y) = c. Eller:
minimera f(x,y) under bivillkoret g(z,y) < ¢ (2.33)

Det betyder att minimera pd omridet innanfér nivikurvan g(x, y) = c. Vi skiljer mellan likbers-
bivillkor g(x,y) = c och olikbetsbivillkor g(x,y) < c. Funktionen f kallas mdlfunktion.
I tre variabler kan man ha upp till tvd bivillkor:

minimera f(x,y, z) under bivillkoren g(z,y, 2) = coch h(x,y,z) = d (2.34)

Varje bivillkor idr hir typiskt en nivdyta och med tva villkor fir vi typiskt en kurva. Med tre bivillkor
blir det i bista fall en punkt, vilket vore meningslést. Vi kan alltid tac = d = 0 genom att flytta
termer till vinsterledet.

Mer allmint, med f: R" — Roch g: R® — R™ och m < n, kan vi stilla upp optimerings-
problemet

minimera f(z) under bivillkoret g(z) = 0 (2.35)

Vi har alltsd n variabler och m bivillkor. Vi kommer inte att behandla olikhetsbivillkor, men de kan
ocksa 16sas med Lagranges multiplikatormetod. Att [6sa optimeringsproblemet (2.35) innebir att
finnaZ € Asom uppfyller f(Z) = mingea f(z) dir A = {z € R" : g(z) = 0}.

Obs: att minimera f ir ekvivalent med att maximera — f. Dirfor ricker det (matematiskt) att
betrakta minimeringsproblem. Vi kan ocksi siga optimera om det handlar om att bide maximera
och minimera en funktion.

For sidana problem anvinds Lagranges multiplikatormetod. Vi presenterar den forsti ett enkelt
exempel.

Exempel 2.12 (Lagranges multiplikatormetod) Visoker maximum for xy pa cirkeln
x? + y? = 1. Vi formulerar som ett optimeringsproblem:

maximera f(x, y) under bivillkoret g(x,y) = 0 (2.36)

med f(z,y) = xzyoch g(z,y) = 2% + y* — 1. Bivillkoret betyder alltsi en cirkel
medan nivikurvorna f(z,y) = c betyder hyperbler, zy = cellery = ¢/x. Vi soker
den nivakurva med maximalt virde pd c som skir cirkeln. Om c ir stort skir hyperblerna
inte cirkeln, men om vi minskar ¢ kommer en av hyberblerna tangera cirkeln i en punkt
(z,y). Av symmetriskil har vi z = v, vilket ger 22 + 22 = 1L, dvsx = y = i% och

sedan ¢ = f(:l:%, :t%) = . Maximum ir alltsi 5 och antas i punkterna (%, %) och
-3

Vi ser att de tvi kurvorna f(z,y) = 3 och g(z,y) = 0 tangerar varandra i maximipunk-
terna. Tangering innebir att normalvektorerna ir kolinjira (parallella eller antiparallella) i
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punkten. En normalvektor i punkten (z,y) for nivikurvan f(z,y) = 3 ir gradientvek-
torn V f(z, y) och fér g(x, y) = 0 gradientvektorn Vg(z, y). De ir kolinjira om det finns
en skaldr A sd att

Vf(z,y) = -AVg(z,y) (2.37)

(Minustecknet dr valt for att det ska bli snyggt pa slutet.) Hir dr V f(z,y) = (y,2) och
Vg(z,y) = (2x,2y). Vi skriver dessa med matrisbeteckningar:

/ T__|Y / T _ (2%
=Y. gt =[] @39
Tangeringspunkter ges av dessa tre ekvationer i tre obekanta z, y, A:
e
x 2y (2.39)
z? + y2 =1
dvs
y=—2\x
x=—2\y (2.40)
2?42 =1

Viser genastatt & # 0,y # 0, A # 0. Sedan eliminerar vi A ur de tva frsta ekvationerna:

2

7
= 2 = =, vilket ger 2 = y?. Detta sitts in i tredje ekvationen: 222 = 1,dvs ¥ =
)

z
iT Sedany = 4. Vihar fyra tangeringspunkter: (%, %), (—%, — %), (%, —%),
(— % %) Insitening i f(x,y) ger att maximum ir § och minimum ir —%. Obs att A blir
—1,—3, 3, 5 i de respektive punkterna.

(Lagranges multiplikatormetod med ett bivillkor) Lit f: R” — R
och g: R" — R vara deriverbara. Antag att Z ir en extrempunke till f under bivillkoret
g(x) = 0. Antag ocksi att ¢’ (%) # 0. Di finns ett tal A € R sidantate (Z, \) € R" L ir
kritisk punket till Lagrange-funktionen

L(z,\) = f(x) + Ag(x) (2.41)
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Bevis. Kritisk punke till L gesav L' (z, \)T = 0, dvs

Ly, (z,)) fi(@) + Agi(2) 0

Lz, = : = : —|: (2.42)
L, (z, ) fa(@) + Agp(2) 0
Li(z,\) 9(x) 0

Detta kan skrivas

(2.43)

{f’(w)T = —)g'(2)"
g(x) =0

Den forsta ekvationen ir tangeringsvillkoret fér de tvd nivimingderna f(z) = coch g(x) = 0,
de tvd gradienterna f’(z) och ¢'(z) ir kolinjira. Den andra ekvationen ir bivillkoret. Om Z ir
extrempunket s finns A si att dessa ekvationer ir uppfyllda. Allesi: (7, A) ir kritisk punke till L. Vi
antar att ¢'(Z) # 0, for annars urartar tangeringsvillkoret. O

Vi soker alltsd en kritisk punke till Lagrange-funktionen L utan restriktioner och samband
mellan variablerna, dvs variabeln (z,\) € D(L) = R™"L ir fri. Vi har inga randpunkeer att
undersoka, men det sker till priset att vi har fler variabler. Den extra variabeln A kallas Lagrange-
multiplikator. Det 4r inte intressant vilken typ av kritisk punkt det ir.

Med m < nbivillkor harvi f: R® — R, g: R® — R™, A € R och Lagrange-funktionen
blir

L(z,\) = f(z) + M g(x) (2.44)

Obs att AT ir rad-matris och g() ir kolonn-matris. Lagrange-ekvationerna L' (x, \)T = 0 blir
nu

{f’(w)T £ g@)TA=0 s
g(z) =0 '
istillet for (2.43). I klartext blir detta
[ f1(2) g11@) o g @] [N 0
: + : : =
fr () 91n(®@) o Gma(T)] [Am 0
(2.46)
[ 91(2) 0
_gm(x) 0

Vilimnar beviset till problem 2.6.



Exempel 2.13 (Lagranges multiplikatormetod) En lida utan lock ska tillverkas med
specificerad volym men sa att materialitgingen blir minimal. Bestim lidans dimensioner.
Losning: Lat volymen vara V' och sidornas lingder x, y, 2 dir z dr héjden. Volymen dr V' =
xyz och materialitgingen ges av viggarnas area:

A =2y +2xz+2yz (bottenytan och fyra sidor) (2.47)

Vi vill minimera xy + 2zz + 2yz under bivillkoren xyz = V ochx > 0,y > 0,z > 0.
Viser att om en av x, y, 2 ir 0 sa blir volymen 0 # V/, sd extrempunkten ir inte p randen
avomridetz > 0,y > 0, z > 0. Vikan alltsd ignorera olikhetsbivillkoren hir.

Vi sitter upp Lagranges multiplikatormetod. Lit

flx,y,2) =2y + 202+ 2yz, g(x,y,2)=xyz—V (2.48)
Vi ska minimera f(x, y, z) under bivillkoret g(, y, 2) = 0. Lagrange-funktionen ir

L(z,y,2,A) = f(z,y,2) + Ag(@,y,2) = wy + 202 + 2yz + Mayz = V) (249)

Kritisk punkt ges av
y+ 2z + A\yz 0
/ T_ | T+2z2+ Azz 0
i 2 ) = 2x + 2y + Axy 0 230,
zyz —V 0
Fjirde ekvationen ger z = V' /(xy). Vi eliminerar A ur de tre forsta ekvationerna:
2 2 2 2
o Yter_atiz v+ ly (2.51)
yz Tz zy
Den andra likheten ger
2 2 2 2
y+Z:x+Z:>1+7Z:1+7Z:>$:y (2.52)
yz Tz y x

Insittning av 2 = V' /(xy) och z = y i den tredje likheten i (2.51) ger sedan litt z =
y = V)3, 2 = V/(zy) = $2V)Y3, X = —4(2V)~ /3. Materialitgingen blir
A= f(z,y,2) = 3(2V)/3,

Upprepa nu denna berikning med dator! Sifferexempel: tag V' = 1, sd att V)13 =1
ochx=y=1,2z= %,)\: —4o0ochA=3.
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2.5 Ovningar
2.1 Extremuvdrden
2.2 Kritiska punkter
Ovning 2.1 Undersok funktionen f(x) = n,y° x9 med avseende pa lokala extrem-
2
punkter.

Ovning 2.2 Underssk funktionen f(2) = % + 23 — 129 med avseende pi lokala
extrempunkter.

Ovning 2.3 Undersok funktionen f(z) = 223 + 23 + 23 — 42125 med avseende pi
lokala extrempunkter.

Ovning 2.4 Undersok funktionen f(z,y) = 3 + 3xy? — 152 — 12y med avseende pa
lokala extrempunkter.

2.3 Extremuvdirden i begrinsade omriden
Ovning 2.5 Bestim storsta och minsta virdet av funktionen f(z,y) = %y — z — y pa

den slutna triangeln med hérn i (0, 0), (2,0), (0, 2).

Ovning 2.6 Bestim storsta och minsta virdet av funktionen f(x,y) = 22 — zy + y? —
x —y + 1 pd den slutna triangeln med hérni (0, —1), (0, 1), (2,0).

Ovning 2.7 Berikna storsta och minsta virdet av funktionen f(z,y) = 22 —xy +y% +
r+y+ liomridetz <0,y <0,x +y > —3.

2.4 Lagranges multiplikatormetod

Ovning 2.8 Berikna storsta virdet av yz under bivillkoren 22 + 2y? + 322 = 4 och
z,y,z > 0.

Ovning 2.9 Berikna maximala virdetavxy + - - + z, di ||z]| = L.

Ovning 2.10 Berikna maximala volymen av ett ritblock vars begrinsningsyta ir S. (Rit-
block=lida med ortogonala h6rn.)
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Ovning 2.11 Minimera 2%y* + 22 6ver sfiren 22 + y? + 2% = 4.

Ovning 2.12 Bestim max och min for funktionen zy+/z di x, y, z ir ickenegativa tal
medz +y+2 =1

2.6 Problem

2.1 Extremuvdrden

1
Problem 2.1 Bestim konstanterna a, b sd att / (2% — az — b)? dz blir minimal.
0

Problem 2.2 Vilken punkt piytan z = 5 — xy ligger ndrmast origo?

Problem 2.3 Skriv talet 20 som en summa av tre ickenegativa delar x, y, 2 sd att zyz>
blir (2) minimal, (b) maximal.

2.2 Kritiska punkter
2.3 Extremuvdirden i begrinsade omrdden

Problem 2.4 Bestim virdemingden R(f) till funktionen f(x) = 2329 med D(f) =
{z: ||zl < 1}.

Problem 2.5 Bestim virdemingden R(f) till funktionen f(z) = 23 + 23 — 3z129
med D(f) ={z:0<x; <2, -1 <uzy <2}

2.4 Lagranges multiplikatormetod

Problem 2.6 Bevisa(2.45)—(2.46).

Problem 2.7 Berikna Hesse-matrisen till Lagrange-funktionen L(z,\) = f(z) +
Ag(x).
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Randvardesproblem 71

Svag formulering
Finita elementmetoden i 1-D

Problem

3.1 Partiella differentialekvationer

Vi ska losa partiella differentialekvationer (PDE), dvs ekvationer som innehiller partiella derivator
av en okind flervariabelfunktion u = u(z, y, z). Till exempel, Laplaces ekvation,

o o o
ox?  0y? 022

och Poissons ekvation,

0%y @ 0%u

ﬁ—i_ayg +@:f($ay>z)-

Jamfor ordinar differentialekvation (ODE) frin lisperiod 2 som innehaller ordinidra derivator av
en okind envariabelfunktion, till exempel,

u'(t) = f(t,u(t)).

En PDE stills upp i ett omrade i rummet, D C R3, eller i planet, D C R2. For att 16sningen ska
vara unik behéver vi ge zandvillkor pi randen S = 0D till omréadet D, till exempel,

u=0 piS.

Vi har di ett randvdrdesproblem.
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68 3.2. Den stationdra varmeledningsekvationen

Man kan ocksa studera tidsberoende PDE, till exempel, virmeledningsekvationen,

och vagekvationen,

PDE upptrider inom ménga omriden: virmeledning, diffusion, hallfasthet, vagutbredning,
stromning, elektromagnetiska filt, kvantmekanik och sa vidare. Trots olika bakgrund har dessa
PDE visentligen samma matematiska form. Observera, till exempel, att Laplace-operatorn A, dvs

Ou , P P

Ay=2Y
b 8x2+8y2 +8z2

ingar i samtliga exempel ovan.

Vi l6ser PDE numeriskt med finita elementmetoden (FEM). Denna metod ir ett mycket vik-
tigt verktyg f6r maskiningenjoren. Metoden utvecklades pa 1950-talet av maskiningenjérer for hall-
fasthetsberikningar. FEM bygger pa en omskrivning av randvirdesproblemet till en sa kallad svag
formulering.

For enkelhets skull bérjar vi med att studera randvirdesproblem och FEM i en variabel, dvs
u =wu(z),x € I C R.PDEifleravariabler presenteras i ett senare kapitel.

Vi anger SI-enheter inom klammer, till exempel, [K] f6r temperatur i Kelvin, [m] f6r lingd i
meter, [J] for energiiJoule, dir [J]=[Nm] Joule=Newtonmeter.

3.2 Den stationdra varmeledningsekvationen

Temperaturen u(z) [K] vid tvirsnittet z [m] ien platta med tjockleken L [m], se figur 3.1, ges av
differentialekvationen

D( —a(z)Du(z)) = f(z), z€I=(0,L). (3.1)
Hir dr

1
e D= i {] derivata;

dz |m

J
s f(x) 3] virmekilltithet;

| m°s
* u(z) [K] temperatur;

J
|[mKs

* a(x) } virmeledningskoefficient;
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uo u(z) ur,

—j(0) @] i

0 L x

Figur 3.1: Virmeledning i en platta.

2

J
* j(x) = —a(z) Du(x) [ms} virmeflodestithet i z-riktningen (Fouriers lag).

Vi antar hir att inga kvantiteter beror av koordinaterna y och z. De beror inte heller pa tiden, dvs
vi studerar stationir (tidsoberoende) virmeledning. Samma ekvation kan ocksé beskriva virmeled-
ning i en smal sting av lingden L. Notera att detta 4r en ODE. I detta kapitel betraktar vi denna
variant av virmeledningsekvationen som given och malet 4r nu att I6sa den. I ett senare kapitel ska
vi hirleda den allminna virmeledningsekvationen fran fysikaliska principer.

Dimensionskontroll: Kontrollera att enheterna i vinster- och hogerled stimmer i differentia-
lekvationen i (3.1).

3.3 Randvillkor

Vid z = L giller att virmeflodestitheten i utdtrikiningen ir proportionell mot temperaturskillna-
den:

J(L) = kr(u(L) —ug), (3.2)
dir
* uy, [K] dr den omgivande temperaturen;

* u(L) [K] ir temperaturen pd insidan av ytan;

* kr | ———| en virmedverforingskoefficient.
m’Ks
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A andra sidan ir ju flddestitheten enligt Fouriers lag:

j(L) = —a(L) Du(L).
Alltsa:

—a(L) Du(L) = kg (u(L) — ur),
dvs
aDu + k:L(u — uL) =0 forx=L.
Vid ¢ = 0 4r virmeflodestitheten i uzdtrikiningen
—j(0) = ko (u(0) — uo), (3.3)

eftersom —3(0) dr flddestitheten i —2-riktningen (utdt). Men vi har dven j(0) = —a(0) Du/(0).
Alltsa:

a(0) Du(0) = ko (u(0) — uo).
Sammanfattningsvis kan vi skriva:
aDnu+k(u—up) =0 forz=0,L. (3.4)

Hir 4r ua den omgivande temperaturen (ambient temperature), dvs up = ug respektive uy =
ur, koefficienten k = kg respektive k& = kz,, och Dy riktningsderivatan i utatriktningen (i den
utdtriktade normalens riktning), dvs

d d

Koefhicienten k anger hur vil isolerad dndpunkten ir.
Specialfall 1: £ = oo, ingen isolering. Om vi dividerar med &,

1
%aDNu—l—u—uA:O7
ochldterk — oo firviO +u — up = 0, dvs

u=1up iz =~0ellerz = L.

Detta randvillkor innebir att den aktuella indpunkten, x = O eller x = L, inte ir isolerad. Tem-
peraturen ir densamma pa insidan och pa utsidan av randytan.

Specialfall 2: k = 0, perfekt isolering. Med k£ = 0 far vi
aDnu = 0,
dvs inget virmefléde genom den aktuella indpunkten. Eftersom a > 0 kan detta forenklas till

Dnyu=0 ix =0ellerx = L.
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3.4 Randvardesproblem

Genom att sitta samman (3.1) och (3.4) fir vi ett randvirdesproblem.

Definition 3.1 (Randvardesproblem) Finn u sidan att

—D(aDu):f forx € I =(0,L)

3.5
aDNu—l—k(u—uA):g forx =0, L (3:5)

Hiir har vi lagt till ett foreskrivet znflode av virme med flodestitheten g, dir g = go respektive
g = g1, se figur 3.2. Detta gors genom att ligga till termerna — gy, respektive —go i(3.2) och (3.3).

90 gL
Ug u(z) ur,
—5(0) j(x) j(L)
0 L x

Figur 3.2: Virmeledning i en platta (med infléde pa randen).

Randvirdesproblemet kan i princip l6sas genom att integrera differentialekvationen tvi ginger
och bestimma de tvd integrationskonstanterna med hjilp av de tvd randvillkoren. Oftast blir det
omdjliga rikningar. Dirfor ska vi anvinda FEM! Men forst nagra handrikningsexempel.

Exempel 3.1 Ettenkelt exempel:

—D(5Du)
—5Du(0) + 3(u(0) — 2)
u(1)

Hirira=5,f=0,L=1,kog =3,up =2,90 = 0, k1 = o0,u; = 0,91 = 0.

0, il =(0,1),
0, (isolering)
0.

(ingen isolering)
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Integrera tvi ginger:
— 5Du(z) = C4
Du(z) = —%Cl
u(z) = —éClx + Cy
Randvillkoren ger:
0 = —5Du(0) + 3(u(0) —2) = C1 +3C2 — 6
0=u(l)= —%01 + Cy

Vi far ett linjirt ekvationssystem som 16ses med Gauss elimationsmetod:

Ci + 3Cy =6, 3
Cp=2
—C1+50C, =0, 4

Temperaturen och virmeflédestitheten blir

8,43 15
u(z) = —Zm + 7 j(x) = —aDu(z) = —5Du(z) = C; = T

Virme flodar dt hoger (j(«) > 0), fran den varma sidan (ug = 2) till den kalla (u; = 0).

Observera strukturen hos ekvationerna i randvirdesproblemet (3.5). Aven mekanikens ekva-
tioner har denna form. Till exempel:

Axiellt belastad sting.  Foren axiellt belastad sting med fjidrande upphingning i indpunkterna,
figur 3.3, har vi f6ljande randvirdesproblem:

kou(0) Py kru(L) P
) — KA | i) deformerad
_ L
u(0) u(z) w(L)

Figur 3.3: Axiellt belastad sting.
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—D(EADu) = K,A  forz eI =(0,L),
EADyu+ ku =P forz =0, L.

Hir dr

* u [m] axiell forskjutning i 2-riktningen;

N
FE [2] Youngs modul, A [m?] tvirsnittsarea, EA [N] styvhet;
m

N N
K, [3} lasttithet, K, A [} last i z-rikeningen;
m m

* P = Pyeller P = Py, [N] krafti z-riktningen;

N
k= kgeller k = ky, [m} fjaderkonstant;

* N' = EADu [N] snittkraft i normalrikeningen (Hookes lag).

Dessa kan bero pd 2. N () ir silunda den normalriktade snittkraften i tvirsnittet vid 2. N (z) / A(z)
[N/m?] 4r spinningen och Du(x) [1] (dimensionslSs) 4r tojningen.
Randvillkoren uttrycker kraftbalans i indpunkterna:

—N(O) = P() - kou(O), N(L) = PL — kLu(L)

Specialfall 1: £ = oo, fast inspind dinde. Dik — oo fir viu = 0. Det betyder odndligt styv
fjadring, dvs stingen ir fast inspind i den aktuella indpunkten & = 0 respektive z = L.

Specialfall 2: k = 0, fri inde. Med k = 0 blir randvillkoret A Dyu = P. Det betyder ingen
fjaderkraft och om dven P = 0 s ir den aktuella indpunkten fri.

Konstitutiva lagar. Ekvationen N’ = E A Du ir Hookes lag. Den spelar samma roll som Fouri-
erslag j = —a Duivirmeledning. Dessa ir exempel pa konstitutiva lagar som beskriver materialets
egenskaper.

Observera analogin mellan virmeledning och mekanik. Till exempel:

U< Uu
a<+— FA
j— N
g+— P
k<+—k
f+— KA
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Exempel 3.2 Vistuderar en sting med konstant styvhet som ir fast inspind i hogra inden
och fri i vinstra inden. Den belastas endast med en kraft i vinstra inden. Randvirdespro-

blemet blir
—D(EADu) =0 foraz el =(0,L), G
— EADu(0) = Py, u(L) = 0. '
Eftersom E'A ir konstant blir differentialekvationen u”(x) = 0 med allmin I6sning

u(z) = Cx + D (integrera tvi ginger). Randvillkoren ger
Py = —EAW/(0) = —EAC, 0=uw(L)=CL+ D,
med 18sning C = —Fy/EA, D = —CL. Alltsi:

Py
— 2015
u(w) = (L2
Viser attom Py > 0 (tryckkraft) s blir uw(z) > 0, dvs stingen trycks ihop (férskjutningen
ar positiv, rorelse it hoger). Da blir normalkraften N (z) = EADu(x) = — P (negativ,
dvs tryckkraft). Om Py < 0 (dragkraft) si blir u(x) < 0, dvs stingen forlings.

3.5 Svagqg formulering

Vi skriver nu om randvirdesproblemet i definition 3.1 till en ekvivalent form som kallas den svaga
formuleringen. Den ir grunden for finita elementmetoden.

Den svaga formuleringen ir baserad pa skalirprodukt. Fran linjir algebra erinrar vi oss att man
kan definiera en skalirprodukt for funktioner i funktionsrummet V- = C([0, L]):

L
)= [ ragta)ds (3)
Denna uppfyller alla villkor for skalirprodukt. Ett viktigt villkor 4r att den dr positivt definit:

(ff)y>0 VfeV, f#0 (3.9)

Detirklartate (f, f) > Oforalla f, dvs positivt semidefinit. Antagnuatt (f, f) = 0,dvs (f, f) =
L

f(z)*dz = 0. Detta medfor att f(x)? = 0 forallaz € [0, L], dvs f = 0. Allesa: positive

0
definit. D4 kan vi definiera en norm for funktioner:

L
1l = V3T = /0 f()2 d (3.10)
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Den har den viktiga egenskapen att || f|| = 0 om och endast om f = 0.
Differentialekvationen i definition 3.1 kan skrivas som

Au—f=0 (3.11)

med differentialoperatorn A som definieras av Au = —D(aDu). Om vi bildar skalirprodukten av
denna ckvation med en godtycklig funktion v € V' sa fir vi

(Au— f,v)=0 YoeV (3.12)
A andra sidan, om (3.12) gillersikanvitav = Au — f och fir
| Au = fII* = (Au— f, Au— f) =0 (3.13)

vilket leder till Au — f = 0.

Vidrarslutsatsen att (3.11) och (3.12) ir ekvivalenta, dvs om w 4r 16sning till den ena ekvationen
sd 4r den ocksd en 16sning till den andra. Ekvationen (3.12) ir pd svag form, vilket innebir att man
testar ekvationen med alla funktioner v € V. Funktionerna v kallas testfunktioner. Ekvationen
(3.11) kan da sigas vara pa stark form. Det ir inte meningsfullt att formulera detta som en sats,
eftersom ekvationen (3.11) inte dr entydigt 16sbar utan randvillkoren i definition 3.1. Vi formulerar
istillet en svag formulering dir randvillkoren 4r inbakade.

Definition 3.2 (Svag formulering) Finn en funktion u sidan att ekvationen

L
/ aDuDvdz + kou(0)v(0) + kru(L)v(L)
0 . (3.14)
= /0 fvdz + (kouo + go)v(0) + (krur + gr)v(L)

ar uppfylld f6r alla funktioner v.

For att den svaga formuleringen ska vara helt korrekt méste man dven ange vilket funktionsrum
som v och v ska tillhora, dvs finn u € V' sd att (3.14) dr uppfylld forallav € V med ett visst funk-
tionsrum V. Detvisar sigatt V' = C([0, L]) inte fungerar; man miste anvinda ett funktionsrum av
deriverbara funktioner. Vi preciserar inte det hir. Den godtyckliga funktionen v kallas zestfunktion.

Man kan visa att det svaga problemet har en unik 16sning. Beviset 4r mer generellt in det bevis
som bygger pd att integrera den starka differentialekvationen tva ginger. Det fungerar nimligen
ocksa for randvirdesproblem i flera variabler. Det dr ocksd enklare i en viss mening, men kriver att
man anvinder en matematisk teori som kallas funktionalanalys. Dirtor kan vi inte presentera det
hir. Den ursprungliga formuleringen kan kallas stark form. Dessa ir ekvivalenta enligt nista sats.

(Stark och svag form &r ekvivalenta) En tvi ginger deriverbar funktion
w dr l6sning till randvirdesproblemet i definition 3.1 om och endast om den ir 16sning till
det svaga problemet i definition 3.2.
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Bevis. Antag att u 16ser det starka problemet. Vi bildar skalirprodukten av differentialekvationen
-D (a Du) =f

med en godtycklig funktion v och anvinder sedan partialintegration:

/OLfvdx = —/OLD(aDu)vdx

= —[aDuv}OL + /OLaDuDvdx
= a(0) Du(0) v(0) — a(L) Du(L) v(L) + /OL aDuDuvdz.

Nu anvinder vi dven randvillkoren frin (3.5):

Vi far
/OL fode = (k:o(u(()) —up) — go)v(O) + (k:L (w(L) —ur) — gL>v(L)
L
+/0 aDuDvdz.

Vi samlar alla termer som innehiller den obekanta funktionen u i vinsterledet:
L
/ aDuDvdz + kou(0)v(0) + kru(L)v(L)
0

L
= /0 fvdx + (kouo + go)v(O) + (k’LUL + gL)U(L)'

Denna ekvation ir uppfylld for alla val av funktionen v. Alltsa 16ser u det svaga problemet.
Om u 16ser det svaga problemet sd visar man att den I6ser det starka problemet genom att géra
ovanstdende steg i motsatt ordning. Vi genomfor inte det hir. O]

Randpvillkoret u = ua (k = 00) ir lite speciellt. D4 maste man vilja testfunktionerna med
v = 01 den dndpunkt dir randvillkoret u = wup giller. D4 blir motsvarande term v(0) = 0
och/eller v(L) = 01(3.14). Vi illustrerar detta i tvd exempel.

Exempel 3.3 Viskriver ned den svaga formuleringen av exempel 3.2. Dir har vi randvill-
koren —EADu(0) = Py, uw(L) = 0. Vi ska alltsd anvinda testfunktioner med v(L) = 0.
Dessutom har vi kg = 0 och ingen kraft, K; A = 0, vilket motsvarar f = 0i(3.14). Den
svaga formuleringen av (3.7) blir: Finn en funktion v = u(z) med u(L) = 0 och sidan att
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ekvationen
L
/ EADuDvdz = Pyv(0)
0

ir uppfylld for alla testfunktioner v med v(L) = 0.

Vi kontrollerar att [6sningen u(z) = %(L — x) uppfyller den svaga ekvationen. Vi har

EADu = —Pysiatt
L L
/ EADuDvdx = —Po/ Dudz = —Fy(v(L) — v(0)) = Pyv(0)
0 0
for allav med v(L) = 0.

Exempel 3.4

~D(1+2*)Du) =1 i(-1,1),
u(—1) =0, Du(l)=0.

(a) Skriv ned den svaga formuleringen.

(b) Los problemet genom att integrera tvi ganger.

Lisning. (a) Randvillkoret u(—1) = 0 kriver att vi anvinder testfunktionen v sidan att

v(—1) = 0. Vi multiplicerar med v och integrerar:

1 1
/ vde = — / D((1 + 2*) Du) vdz {partiell integration}
~1 -1

=— [(1 + 2%) Du(x) v(x)] 1_1 + /11(1 + 2°)DuDvdz

= —2 Du(1) v(1) +2Du(-1) v(-1) +/1 (1 + 2?)DuDvdz
o —— Ja

1

:/ (1 + 2?) DuDwv dz.
il

Den svaga formuleringen ér: Finn v = u(x) sidan attu(—1) = 0 och

1 1
/ (1+ 2?)DuDvdz = / vdx forallavmedv(—1) =0.
-1 -1

(b) Differentialekvationen ir
D((1+2*) Du) = -1
Viintegrerar:
(1+2*)Du=—z+C,
x i C
1+22  1+22
u(z) = —11n(1 + 2?) + Carctan(z) + D.

Du(z) =
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Randpvillkoren ger:
0=u(-1)= —% In(2) + C'arctan(—1) + D = _% In(2) — C’% + D,
0=Du(l)=-1+1C

VifirC = 1,D = £1n(2) + Z. Losningen ir

1
w(z) = _% In(1 + ;c2) + arctan(z) + B In(2) +

2 T
=In T2 + arctan(z) + 1

Du bér lira dig att bestimma den svaga formuleringen f6r randvirdesproblem med olika kom-
binationer av randvillkor samt att [6sa enkla randvirdesproblem genom att integrera tvd ginger, se
6vningarna. Men det viktigaste 4r att kunna l6sa allmdnna randvirdesproblem med finita element-

I

metoden. Det gor vi i ett senare kapitel.

3.6 Finita elementmetoden i 1-D

(Finita elementmetoden kallas “finite element method” pd engelska, uttalas fajnajt”. Nedan anger
vi inom parentes vad vissa viktiga begrepp heter pi engelska.)

Vi ska berikna en approximativ 16sning U (), som ir en styckvis linjir funktion. Vi infor ett
berikningsnit (mesh) i intervallet I = (0, L):

O=a21 <3< - <xj_1 < <---<axn=L.

Obs: vi anvinder "MATLAB-numrering” som borjar med 1. Vi har allesi N punkter (kallas dven
noder) x; och N — lintervall I; = (z, £i41) av lingd h; = 2,41 — ;. Se figur 3.4.

Y

1 y = ¢i(v)
S

r1 =0 T2 T3 Ti—1 T Ti41 ay=L %

Figur 3.4: En styckvis linjir funktion y = U (z) och en basfunktion y = ¢;(x).
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En kontinuerlig styckvis linjir funktion U (z) ir entydigt bestimd av sina nodvirden U; =
U (x;). For att beskriva U (x) infor vi basfunktionerna ¢;(x), en for varje nod z;. Funktionerna
¢i(z) bestims av att de dr kontinuerliga, styckvis linjira, samt att

1, omi =y,
i(25) =
Pils) {0, omi # j.
Se figur 3.4. Funktionen U (x) kan nu skrivas som en linjir kombination av basfunktionerna:
N
U(z) = Z Ui¢i(z), medkoefficienterna U; = U ().
i=1

Obs att

N
U(zy) =Y Uigi(;) = Uj
=1

1, i= .
’ ’ innebir att endast en term (med ¢ = 5) blir kvar i summan.

eftersom ¢ () = {
0, i#J,

Vi har nu en formel som uttrycker U(z) med hjilp av nodvirdena. Vi ska nu bestimma de
okinda nodvirdena U; sd att U () blir en approximativ [6sning till randvirdesproblemet (3.5). Vi
anvinder den svaga formuleringen i (3.14). For att det inte ska bli sa mycket att skriva genomfor vi
detta i fallet dd ko = kL = 0, go =4gr = 0:

L L
/ aDuDvdx = / fvdz forallaw. (3.15)
0 0

Istillet fr u(z) sitter viin ansatsen U (z) = Zf\;l Ui¢i(x) ochviviljer testfunktionernav = ¢;.
Vi fir

N L L
ZUZ-/ aD¢; De; dz :/ fojdz, j=1,...,N.
=1 70 0
Med beteckningarna
L L
A5 = Qj; = / (ID(]SZ' D¢j dCL', b]’ = / f¢] d$,
0 0
blir detta
N
ZajiUiij, j=1,...,N,
i=1

dvs pa matrisform:

AU =b.
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Detta ir ett linjirt ekvationssystem av N ekvationer f6r N obekanta. Matrisen

S AR VR

kallas styvhetsmatris (stiffness matrix). Jimfor med stingens ekvation, dir a = F'A ir materialets
styvhet. Styvhetsmatrisen ir symmetrisk, aj; = a;j;, och tridiagonal,

*x *x 0 ... 0

*

* ok .0
A=10 * x x 0},

0 ... 0

dvsa;j = Outomdaj =i—1,4,i+1. Vektornb = {bj}é-vzl = {fOL fo; dw}é-v:l kallas Jastvektor

(load vector). Intervallet I; = (x;, z;41) tillsammans med sina tvd basfunktioner ¢;, ;11 kallas
ett finit element, se figur 3.5.

Y

y = ¢i(x) Y= ¢ir1(v)

X

Ti  Tit1 T

Figur 3.5: Ett finit element.

Ekvationssystemet AU = b kan enkelt stillas upp och I6sas med hjilp av ett datorprogram,
till exempel, MyPoisssonSolver.midatorévningarna.
Programmet l6ser mer allminna randvirdesproblem av formen

—D(aDu)+dDu—|—cu:f forx € I =(0,L),
aDNu+k(u—uA):g forx =0, L.
Hir har vi dven en konvektionsterm dDu och en reaktionsterm cu.

Randvillkor av typen u = wuy4 (kK = o0) hanteras i detta program approximativt genom att
man sitter k lika med ett stort tal, till exempel, k = 108.
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3.1 Randvdirdesproblem

Problem 3.1 (Sting) Bestim den svaga formuleringen.

—D(EADu) = K,A i(0,L)
u(0) =0, FEADu(L)=P

Problem 3.2 Bestim den svaga formuleringen.

—u’"=f i(0,L)
—u'(0) +u(0) = go, u(L)=0

Problem 3.3 (Fritt upplagd balk) Bestim den svaga formuleringen.

D*(EID*w) =q i(0,L)

w(0)=0, w(L)=0

D*w(0) =0, D*w(L)=0
Hir dr w [m] utbéjning, I = I, [m*] tvirsnittets troghetsmoment med avseende pa y-
axeln, ET [Nm?] bojstyvhet och ¢ [N/m] lasttithet i z-riktningen (uppit). Vridmomentet

med avseende pi y-axeln ir M = —FET D?w [Nm]. Tips: v(0) = 0, v(L) = 0. Integrera
partiellt tva ginger.

Problem 3.4 Losrandvirdesproblemet genom upprepad integration.

=1 i(0,1)
u(0) =0, wu(l)=0

Problem 3.5 Losrandvirdesproblemet genom upprepad integration.

—D((1+4z)Du) =2z i(0,1)
—Du(0) + w(0) =0, wu(l)=3
Problem 3.6 Losrandvirdesproblemet genom upprepad integration.

—D(aDu) =0 i(0,L) medkonstanta > 0
w(0) =wug, w(L)=ug

Berikna dven virmeflodestitheten j = —aDu.
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Problem 3.7 (Fritt upplagd balk) L6s randvirdesproblemet genom upprepad integra-
tion.

D? (EI D2w) =¢q i(0,L) med ET och q konstanta

w(0)=0, w(L)=0

D*w(0) =0, D*w(L)=0

Problem 3.8 L&srandvirdesproblemet genom upprepad integration.

—au” +u' =1 1i(0,1) medkonstanta > 0
u(0) =0, wu(l)=0

Problem 3.9 Betrakta virmeledningsproblemet i en platta:

—D(a(x)Du(z)) = f forx € (L,2L)
u(L)=0, Du(2L)=0

Hir ir virmeledningskoefficienten a(z) = agx/L dir ap [J/(msK)] ir konstant och

virmekilltitheten f [J/(m3s)] ir konstant. (a) Berikna temperaturen u(x). (b) Bestim

virmeflodestitheten vid rinderna * = L och x = 2L. Resonera om hur virme flodar i

plattan och genom rinderna.

Problem 3.10 Randvirdesproblemet for en sting som ir fast inspind i ena dnden och
utsatt for en dragkraft i den andra ir:

—D(EADu) =0 forzel=(0,L)
u(0) =0, FA(L)W(L)=P

A

1+~yz/L
7y en parameter. Bestim 7 sd att forlingningen av stingen u (L) fir ett freskrivet virde AL,

dvsu(L) = AL.

Antag att tvirsnittsarean varierar enligt A(x) = Hirir P, E, L, A givna och
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4.9 Problem 12

Vi studerar integraler i 2 och 3 variabler.

4.1 Dubbelintegralen

b
I del IT konstruerade vi integralen [ f(z) dz av en envariabelfunktion. Vi piminner om hur det

gar till. Motivationen for konstruktionen ir att definiera arean under grafeny = f(x),z € [a, b],
di f > 0 (eller arean med tecken om f vixlar tecken). Arean stings in mellan &vre och undre
Riemann-summor med avseende pi en partition av intervallet. Om dessa Riemann-summor kon-
vergerar mot ett unikt grinsvirde da partitionen forfinas, si siger vi att f ir integrerbar.

Vi bérjar med att gora en partition P = {xo, ..., xy} avintervallet I = [a, b] med punkter
a=z9 <z < - <xi1 < < xp = b,delintervall I; = [z;_1, x;] och med stegling-
der Az; = z;—x;—1,% = 1,...,n. Den maximala steglingden betecknas Az = max;<ij<, Az;.

Lit nu f vara en begrinsad funktion definierad pa [a, b] och lit fi. = infy, f vara storsta

undre begrinsning och fZ = sup 7, J minsta dvre begrinsning till mingden {f(z):x €}

att f2.

min

< f(x) < fi, pidelintervallet I; = [z;_1,2;],i = 1,...,n. Videfinierar den undre,
Tnin(f, ), och 6vre, Znax(f, P), Riemann-summan av funktionen f med partitionen P som

Tonin(f, P) Z fio Az (4.1)

Toas(f, P Zf;,axsz (4.2)

83
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Den undre summan vixer och den &vre summan avtar di partitionen forfinas, dvs did Az — 0.
Om det finns ett unikt tal Z sddant att Zy,in (f, P) < Z < Ty (f, P) for alla partitioner P, siger
viatt f(x) dr integrerbar pd [a, b] och talet 7 ir integralen av f pd [a, b]. Den tecknas

/I fdo = / ) de (43)

Det ir svart att avgora vilka funktioner som ér integrerbara, men sats 1.2 i del II siger att kon-
tinuerliga funktioner ir integrerbara. Fr kontinuerliga funktioner 4r det dessutom enklare att
berikna Riemann-summorna: man behéver inte anvinda infimum och supremum. Det finns nim-
ligen punkter i I; dir en kontinuerlig funktion antar sitt minimum och sitt maximum, dvs evalue-
ringspunkter sidana att fi. = miny, f = f(c,,) och fi . = max;, f = f(ci ). Man kan till
och med anvinda Riemann-summan Z(f, P) = > ;| f(c;)Ax; med godtyckliga evaluerings-
punkter ¢; € I;. Om f idr kontinuerlig pi I = [a, b], s giller alltsa

n b
lim Z fle)Ax; = / f(z)dx (4.4)
i=1 a

Az—0

Vi ska nu upprepa denna konstruktion fér flervariabelfunktioner. Vi bérjar med att integrera
f: R? — R 6ver en rektangel R = [a, b] X [c, d], dvs dubbelintegralen

H FdA = ﬂ F(z,y) dzdy (4.5)
R

R

Malet ir att definiera volymen under grafen z = f(z,y), (z,y) € R,da f > 0 (volymen med
tecken om f vixlar tecken). Stegen i konstruktionen 4r desamma som for envariabelfunktioner.

Definition 4.1 (Partition av rektangel) LitP = {(z;,y;) € R?*:i=0,...,n, j =
0,...,m} vara en mingd av punkter sidanaatta = 29 < 1 < -+ < i1 < ; <
e L<zp=bochec=yw <y <<y <y < - <ym=4d,fori=1,...,n,
j = 1,...,m. P kallas en partition av rektangeln R = [a, b] X [c, d] i nm delrektanglar
Rij = [mi_l,xi] X [yj_l,yj] med steglingder A.TUZ' = X; — Tj—1, ij = yj — yj_l,
fori = 1,...,n,5 = 1,...,m. Den maximala diametern av delrektanglarna betecknas
h = max; j diam(R;;).

Definition 4.2 (Undre och évre Riemann-summa) Lit P vara en partition av R =
[a,b] X [e,d] i nm delrektanglar R; j = [z;—1, ;] X [yj—1,y;] och f: R? — Rvaraen

begrinsad funktion definierad pa R. Vidare lat f,;} = infp,, f vara stdrsta undre begrins-

ning och fbI = sup Ri; f minsta vre begrinsning till mingden { f(z, y) : (x,vy) € Ri;}

7 7‘7
min

< f(z,y) < fid, pa delrekeangeln Rij fori = 1,...,n,5 = 1,...,m. Vi
definierar den undre Z i, ( f, P) och den 6vre Zyy,4 (f, P) Riemann-summan av funktionen

sd att
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f med partitionen P som

Lin(f, P Z Z Fa Az Ay (4.6)

lel

max f) Z Z mngmlij (47)

i=1 j=1

Antag f6r enkelhets skull att f > 0 pd R. Vi noterar att termen fm’anzlij ar volymen av
en pelare med basytan Az; Ay; och héjden 2z = fmm Motsvarande for frixAz;Ay;. Riemann-
summorna Zyin ( f, P) och Ly (f, P) dr alltsd volymer som begrinsar volymen under grafen z =
f(x,y) underifrin respektive uppifrin. De nirmar sig varandra nir partitionen fSrfinas och kon-
vergerar mot volymen under grafen, forutsatt att denna volym existerar. Nista definition preciserar
detta.

Definition 4.3 (Dubbelintegralen) Lit f: R? — R vara en begrinsad funktion defi-
nierad pd rektangeln R = [a, b] x [c, d]. Vidare 1at Zpin (f, P) och Zinex(f, P) vara undre
och 6vre Riemann-summor med en partition P av R. Om det finns ett unikt tal Z sadant
att Zoin (f, P) < Z < Tiax(f, P) for alla P, sd siger vi att f dr integrerbar pa R och talet
7 ir integralen av f &ver R. Vi skriver

7 = ﬂfdA = H f(z,y) da dy (4.8)
R R

Symbolen dA = dz dy kallas areaclement.

(Kontinuerliga funktioner &r integrerbara) Om f: R? — R ir kontinu-
erlig pd rektangeln R = [a, b] x [c, d], sd ir f integrerbar pi R och alla Riemann-summor
I(f, P) =320 >0 f(&i, §;) Ar;Ayj, med partition P och godtyckliga evaluerings-

punkter (Z;, ;) € R;j, konvergerar mot integralen, dvs

ZZ (@5, 5;) Az Ay, — ﬂ fdA dih=maxdiam(Ry) 50 (49)

=1 j=1

Beviset 4r helt analogt med beviset for Sats 1.2 i del I och vi upprepar inte det hir.
Nista sats siger att dubbelintegralen 6ver en rektangel kan beriknas som tvi enkelintegraler
med avseende pa x och y i valfri ordning.

(Fubinis sats) Om f: R? — R ir kontinuerlig p rektangeln R = [a, b] x
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[c, d], sd kan dubbelintegralen beriknas med upprepade enkelintegraler:

gfdA:/ /fxydac dy_/ /fxydy i

Bevis. Riemann-summan i (4.9) ir

n

ZZf(fcz,;&J)szij = Z (Zf(i’z,gj])Aac,)ij (4.11)

i=1 j=1 j=1 i=1

Den inre summan ir en Riemann-summa for enkehntegralen F(y f f(z,y)dx ochdenyttre

summan ir en Riemann-summa for enkelintegralen fc F(y) dy. Detta visar den fOrsta varianten i
(4.10). Den andra visas pa liknande sitt. O

Exempel 4.1 (Upprepad integration over rektangel) Vi integrerar f(z,y) =
sin(z + y) over rektangeln R = [0, /2] X [0, 7]. Fubinis sats 4.2 ger

ﬂ FdA = / / sin(z + y) dy) d (4.12)

/2 .

= /0 [— cos(x + y)} . dz (4.13)
/2

= /0 ( —cos(z +7) + cos(a:)) dx (4.14)

= [— sin(x + 7) + sin(x)] 2/2 (4.15)

= —sin(37/2) + sin(7/2) = 2 (4.16)

Exempel 4.2 (Separabel dubbelintegral) Viintegrerar f(x,y) = xy dver rektangeln
R =[1,2] x [3,4]. Riemann-summan i (4.9) ir

DD EiiAwlyy =) Eilvi Yy Ay (4.17)
i=1 j=1

i=1 j=1

och integralen separeras pd motsvarande sitt

{deA:{Jwydxdy:/ﬁxdm/:ydy: [%xz}j[%yzﬁz% (4.18)

Detta foljer givetvis dven direkt fran Fubinis sats 4.2.
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I en variabel integrerar man endast 6ver intervall. I tva variabler kan man vilja integrera Gver
andra mingder 4n rektanglar. I ndsta definition visar vi hur man kan integrera 6ver mitbara ming-
der. Vagt uttrycke siger vi att en miangd D ir mdtbar om man kan definiera dess area. Att precisera
detta dr alltfor avancerat for denna kurs, men vi har gott om exempel fran del II: omradet mellan
tva grafer av kontinuerliga funktioner 4r mitbart och arean ges av en integral. Vi ska utnyttja detta
i avsnitt 4.2.

Definition 4.4 (Dubbelintegralen 6ver allmant omrade) Lit f: R? — Rvaraen
begrinsad funktion definierad pi den mitbara och begrinsade mingden D C R?. Lit R
vara en rektangel sidan att D C R och definiera funktionen fp: R?2 5 R enligt

f(z,y) om(z,y) €D

0 om (z,y) € R\ D (4.19)

f D (1’ ) y) - {
Om fp ir integrerbar 6ver R, sd siger vi att f dr integrerbar 6ver D med integralen

H FdA = J"j fpdA (4.20)
D R

Definitionen ir rimlig ddrfor att integralen (om den existerar) inte beror pa virdena av f utanfér
D och den ir dirfér oberoende av valet av rektangeln R.

Man kan visa att om f ir kontinuerlig och begrinsad pi en mitbar och begrinsad mingd D,
sd 4r den integrerbar 6ver D.

Innan vi ger fler exempel pd hur man riknar ut dubbelintegraler, presenterar vi integralens vik-
tigaste egenskaper i en sats.

(Dubbelintegralens egenskaper) Lit f, g: R? — R vara integrerbara pa



88 4.2. Berdkning av dubbelintegralen

mingden D C R? ocha, 3 € R.Di giller foljande.

j 1dA = area(D) (4.21)

ff £ dA = volymen under grafen z = f(z,y), om f > 0piD (4.22)

ff fdA =0, omarea(D)=0 (4.23)

fj(a F4+Bg)dA=a H FdA+ B H gdA  (linjir operator) (4.24)

fj fdA< ﬂ gdA, lc))m f<g pfig (monoton operator) (4.25)

]l}f f dA‘ gDﬂ f|dA (tiangelolikheten) (4.26)
D D

/fdA_/ fdA+/ fdA, omD =Dy UDymedDiNDy =0 (427)
D Dy Do

och D1, Dy mitbara

Beviset dr analogt med beviset av Sats 1.3 i del II. Det bygger pa att de undre och 6vre Riemann-
summorna har de 6nskade egenskaperna. Vi upprepar det inte hir.

Egenskaperna (4.24) och (4.25) handlar om operatorn T': V' — R som definierasav T": f
T(f) = [[p f dA med vektorrummet V" av alla integrerbara funktioner. Den ir linjir, dvs bevarar
linjira kombinationer, och den 4r monoton, dvs bevarar olikheter.

Det dr vikigt att pipeka att vissa “tunna” mingder 4r mitbara med area = 0, till exempel, en
punkt med area(P) = O eller en slit kurva med area(C') = 0. Egenskaperna (4.23) och (4.27)
ger da att det spelar ingen roll om man inkluderar randen i integrationsomradet. Lit till exempel
R = (a,b) x (c,d) vara en Sppen rektangel och R = [a, b] x [c, d] vara en sluten rektangel. Di

ir R= RUORmed RN OR = () och area(OR) = 0 och dirmed [[ f dA = [[, f dA.

4.2 Berdkning av dubbelintegralen

Visigisats 4.2 (Fubinis sats) att dubbelintegralen 6ver en rektangel kan berdknas med tva enkelinte-
graler. Denna metod kan generaliseras till vissa enkla integrationsomriden, nimligen de som ligger
mellan tva grafer. Vi siger att ett sidant omride ir enkelt i x respektive enkelt i y.

Omrade enkelt i y.

Hir antar vi att integrationsomradet D ligger mellan de tva graferna:
y=c(x), z¢€]la,b (4.28)
y=d(z), z€a,b (4.29)
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dir ¢, d dr kontinuerliga funktioner med ¢ < d pi [a, b]. Det vill siga att D ges av
D={(z,y): c(z) <y < d(z), x € [a,b]} (4:30)

Vivet frin del IT att D ir en mitbar mingd med arean

b
area(D) = / (d(z) — c(x)) dz (4.31)

Man kan tinka pd denna formel som att arean bestar av smala strimlor med bredden dz och héjden
d(z) — c¢(x). Om f ir kontinuerlig dr integralen [[, f dA definierad enligt definition 4.4. Med ett

resonemang som i beviset av Fubinis sats 4.2 far vi

[[raa=[] semas= [ ([

D

d(z)
f(z,y)dy) do (4.32)
(z)

Detta ir ett exempel pa skivningsmetoden fran sats 2.5 i del II. Volymen under grafen ges i (4.32)

som en summa av volymer av skivor med tjockleken dz och arean A(x) = fcaég) f(z,y) dy:

d(x)

ij f(z,y)dedy = /abA(m) do = /ab (/C(x) f(z,y) dy) dz (4.33)

Omrdde enkelt i .

Hir vinder vi pa figuren och antar att D ges av

D ={(x,y) s aly) <z <by), y € [¢.d]} (4.34)
Vi far da
a d, rby)
fJraa=[frensan= [Camar= [ ([ “sena)a 5

Integrationsomraden som inte ir enkla pa detta vis kan ofta delas upp i delomraden som ir
enklaix elleriy.

Exempel 4.3 (Upprepad integration) Vi beriknar [[. f dA med f(x,y) = xy och
triangeln 7" med hérn i (0, 0), (1, 0) och (1, 1).

Triangeln begrinsas av de rita linjerna x = 1, y = 0, och y = . Den ir bade enkel i  och
iy.

(a) Enkeliy: T = {(z,y) : 0 <y <z, z €[0,1]}.

{FffdA:{foydxdyZ/ol(/Omxydy)dx (4.36)

1 1
_ Lol ar=t [ Bap=l
—/0 xby}od$—2/0 x dm—8 (4.37)
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(b) Enkeliz: T = {(2,y) :y <z < 1, y € [0,1]}.
{FffdA:IffxydxdyZ/ol</yl$ydx>dy (4.38)

1 1
_ Lot _ 1 N
—/Oy[Qﬂf]ydy—Z/o(y y)dy—8 (4.39)

Exempel 4.4 (Datorberdkning av integralen) Definition 4.4 limpar sig bra for dator-
berikning. Man skapar en Boolesk funktion som ir 1 i integrationsomridet D och 0 utan-
for D och multiplicerar integranden f med denna funktion. Sedan integrerar man Gver en
limpligt vald rektangel. Vi visar detta i ett exempel med MATLAB.

Vi beriknar [, f dA med f(z,y) = xy och triangeln T' med horn i (0,0), (1,0) och
(1,1). Triangeln begrinsas av de ritalinjernaz = 1, = 0 ochy = x. Vibildar en Boolesk
funktion som beskriver triangeln med hjilp av motsvarande olikheter z < 1,0 < y och
y < x:

T=0(x,y) (x<=1).x*(0<=y) .*(y<=x);

Sedan integrerar vi den avskurna funktionen dver rektangeln [0, 1] x [0, 1]:

f=0(x,y) x.*y;
fT=0(x,y) f£(x,y).*T(x,y);
I=integral2(fT,0,1,0,1)

Funktionen 7" ir onddigt komplicerad eftersom rektangeln skir av integranden pa tvi sidor:

T=0(x,y) (y<=x);
f=0(x,y) x.*y;

fT=0(x,y) f(x,y) .*T(x,y);
I=integral2(fT,0,1,0,1)

Definition 4.5 (Sammanh&ngande méngd) Enmingd D C R" kallas sammanhing-
ande om tvd godtyckliga punkter i D alltid kan f6rbindas med en kurva som ligger i D. Med
andra ord: D ir ¢j en union av tv eller flera disjunkta delmingder.

(Medelvardessatsen for dubbelintegral) Antagatt D C R? ir en sam-
manhingande, mitbar, sluten och begrinsad mingd och att f: R? — Rir kontinuerlig
pd D. Di finns en punkt (20, o) € D sddan att

j FdA = f(zo, yo) area(D) (4.40)
D
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Vibevisar inte denna sats. Den 4r analog med sats 1.4 i del II.

Definition 4.6 (Medelvarde av funktion) Medelvirdet av en integrerbar funktion f
6ver mingden D dr

JIp fdA
D H FaA= "R x (4.41)
Alternativt kan (4.40) nu formuleras
A 4.42
f (o, 30) = — f Jrd (442)

dvs det finns en punkti D dir f ir lika med sitt medelvirde 6ver D. En kontinuerlig funktion kan
alltsa inte hoppa 6ver sitt medelvirde.

4.3 Variabelsubstitution i dubbelintegralen

Vi erinrar oss hur man byter variabel i en enkelintegral, sats 2.1idel II. Med = g(u), a = g(A),

b = g(B) harvi
b B
/ f(a)da = /A Flg(w))g' () du (4.43)

(Hdr har vilitit 2 och u byta plats jimf6rt med sats 2.1 1 del II.) Man kan tinka pd u som en ny varia-
bel och z = g(u) som en koordinattransformation, varvid integrationsintervallet [A, B] transfor-
meras till [a, b] och differentialen transformeras enligt dz = ¢'(u) du. (Detta férutsitteratt g’ > 0
sd att bida integralerna gir framit, vilket inte 4r nddvindigt for att (4.43) ska gilla. I allminhet kan
vi ha till exempel B < A (baklingesintegral), si att A, B inte bildar ett intervall.)

Vi ska nu studera hur dubbelintegralen transformeras di man byter variabler pa liknande sitt.
Vi presenterar en hirledning som baseras pa formell rikning med differentialer som férhoppnings-
vis dr mer begriplig 4n en helt rigords framstillning.

Vi antar att variablerna x, y dr deriverbara funktioner av de nya variablerna u, v:

x = z(u,v)
(4.44)
{y - y(u7 U)

och att dessa samband entydigt bestimmer u, v:

{Z B wz, y)) (4.45)
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Med vektorbeteckningar kan vi skriva (4.44) pa formen
r=r(u,v) (4.46)

Vi tinker pi (4.44) som en koordinattransformation frin u, v-planet till z, y-planet och (4.45)
som den inversa transformationen. Ett integrationsomrade E i u, v-planet transformeras till ett
integrationsomrade D i x, y-planet. Vi ska nu hirleda ett samband mellan areaelementet du dv
och areaelementet dz dy.

Areaelementet du dv vid punkten (ug, vo) begrinsas av de rita linjerna u = g, u = ug +du,
v = Vg,V = vg + dv. Dessa linjer transformeras till kurvor i x, y-planet. Dessa kallas koordinat-
kurvor och ges av

r=r(u,v9), ueR (4.47)
respektive
r=r(up,v), veER (4.48)

Kurvorna ir pd parameterform med parameter u respektive v. Tangentvektorerna i punkten (g, yo) =
r (’LL(] N ’Uo) ar

gz (up,vo) respektive ?)Z (up,vo) (4.49)

0 0
och differentialerna e, du och e,dv transformeras till a—Z(uo, vp) du respektive —T(uo, vg) dv.

ov

Dessa spinner upp en parallellogram, vilken ir det transformerade areaclementet. Dess area ir nor-
men av kryssprodukten

or or
dedy = H%(UO, vo) du X %(uo,vo) dUH (4.50)
Kryssprodukten ir
e e, e,
or 0Oy
ox y ou  Ou
O g 2Ty — w5, 0= dudve, (4.51)
ou ov u ox ay
ox y o v
% dv % dv 0

Hir upptrider Jacobi-determinanten for transformationen (4.44):

or 0Oy or Ox

du Ou| |du v
a(x) y) — — = det(’r‘/(u, 'U)) (452‘)
I(u,v) or Oy oy Oy

v dvl lou ov




Kapitel 4. Multipelintegraler 93

dvs determinanten av Jacobi-matrisen 7/ (u, v). (Hir anvinde vi att det( A7) = det(A).)
Sambanden (4.50) och (4.51) ger nu

dudv

dudv = ‘det (u,v) ‘du dv (4.53)

8uv

H@uv

Detta dr det sokta sambandet mellan areaclementen. Absolutbeloppet av Jacobi-determinanten,
dvs | det(r'(u, v))|, ir ytskalan vid transformationen.
Vi har nu bevisat f6ljande sats.

(Variabelsubstitution i dubbelintegralen) Antagattz = z(u,v),y =
y(u,v) dr en deriverbar och inverterbar variabeltransformation som avbildar mingden £
pi mingden D. Om f: R? — R ir integrerbar dver D s giller

o(x,
Jl;f f(z,y)dedy = Lf f(z(u,v),y(u,v)) )agwii ‘ dudv (4.54)

Om vi tillimpar denna formel pa envariabelintegralen i (4.43) sa far vi istillet

/f dx_/f )| du (4.55)

dir bida integralerna gir framdt. Om vi tar bort absolutbeloppet frin |¢’(w)| sd kan det hinda att
en av integralerna gir baklinges. Nagon motsvarighet till baklingesintegral finns ej i flera variabler.

Syftet med variabelsubstitution ir ofta att inféra nya koordinater u, v s att integrationsomri-
det blir enklare, till exempel en rektangel sa att Fubinis sats 4.2 kan anvindas.

Exempel 4.5 (Variabelsubstitution) Vi berﬁknarj ? 4z dy dir D ir omridet mellan
Yy

kurvorna
1 3 7
y=—, y=-—, y=5, y=2 (456)
T 78 2
Vi har
1 3
S“<y<? T<y<2 (4.57)
T T 2
L _y
I<zy<3, -<=<2 (4.58)
2z
Om vi definierar
u =y (4.59)
v="12 (4.60)
T
sd betyder detta en rektangel R = [1, 3] x [ 2] i u, v-planet. Detta ir den inversa trans-

formationen. Vi l6ser ut , y. Ekvation (4.60) ger y = v, vilket sitts in i (4.59), u = vz?.
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Detta leder till z = +/u/v = /u/v eftersom x > 0. Sedany = v/u/v = Juv.

Alltsa ir transformationen
U
T = \/7 (4.61)
v
= \Juv

(4.62)

Oy) _|ow | _ |2y 2va3|_ 1 (4.63)
a(u’v) y,u ;) \/5 \/17, 2v .
2vu  24/v
och areaelementet
1
dzdy = %0 dudv (4.64)
v
(Det visserligen sant att ggw y; = 1/ B(Z vg dvs Jacobi-determinanten for framdt-

transformationen 4r 1 genom Jacobi-determinanten f6r den inversa transformationen, men

man behover dndi invertera for att uttrycka allt i w, v. Hir dr 3&8 = 2%, vilket ir = 2v,

vilket gick litt i detta fall. Aven integranden % rakar vara enkel = % i detta fall.) Integralen
blir

H dxdy_ﬂ f ff%%}dudvz]f%dudv (4.65)
R
3
:/1 (ﬁ Q—Ude du—/du/l —dv_2 i g (4.66)

En viktig variabeltransformation i tva variabler ges av polira koordinater.
Exempel 4.6 (Poléra koordinater (r,60) ) Videfinierar koordinattransformationen

{x = rcos(h),

y= ’I“Sin(e), € [07 OO)? NS [07 277) (4.67)

Den inversa transformationen ges av

{r = /2% + o2,

6= amn(y/z), 9700 (4.68)

Koordinaterna (7, ) kallas poldra koordinater till skillnad fran (z,y) som kallas Carte-
siska. Transformationen (4.67) dr inverterbar Gverallt utom i origo. Jacobi-determinanten
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for (4.67) ir
ow,y) |z y.| | cos(9) sin(0) | 2 .2 _
3 0) |ty = |=rsin(8) reos(g)| =L (B)Hsin(B)) =7 (469)
och areaelementet blir
o(z,y)
p— = = 4‘
dz dy ‘8(7“,9) ’drd& | drd6 = rdr d@ (4.70)
Vi har alltsa
dA =dxdy = rdrdf (4.71)

Exempel 4.7 (Poldra koordinater (r,60) ) Vi beriknar volymen under grafen z
1— 22— 4% (2,9) € D = {(z,y) € R? : 2% + y? < 1}. Volymen ir

V:jf(l—xg—yQ)dmdy:/l (/ﬂ
D

1 : 2(1 — 22 —y? dy) dz (4.72)

Detta leder till svira rikningar. Genom att g ver till polira koordinater fir vi istillet:

V= ff(l — 2% —y?)dady = ff(l —r?)rdrdf (4.73)
D R

Hir integrerar vi dver rektangeln R = [0, 1] x [0, 2] i , §-planet. Med Fubinis sats 4.2 fir
vi tvd enkelintegraler:

1 27 1 27 1 T
= 1—r2)de)dr = —r)d == .97 ="
Vv /0</0 r( %) )7‘ /O(T 7“)7‘0 d 1 T 5

(4.74)
Enkelt!

4.4 Generaliserad dubbelintegral

Integralen || f dA irdefinierad om f ir kontinuerlig och begrinsad och D ir mitbar och begrin-
g g g g
D

sad. Om nagon av f och D ir obegrinsade siger vi att jf [ dA ir en generaliserad integral. En
D

sidan kan vara konvergent eller divergent.

Om en generaliserad integral har en integrand som inte byter tecken, dvs f > Oeller f < 01i
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D, siir integralen antingen konvergent:
ﬂ FdA =T (4.75)
D

eller divergerar mot oindligheten:

ﬂ fdA =400 eller ﬂ fdA = — (4.76)
D D

Di kan man avgdra om integralen 4r konvergent eller divergent genom upprepad integration. Vi
bevisar inte detta hir.

Om integranden har bide positiva och negativa virden, si fungerar inte detta: f; ( fcd f(z,y)dy)dx
och fcd( f; f(z,y) dx) dy kan ha olika virden. D4 miste man anvinda satsen om absolutkonver-
gens.

(En absolutkonvergent integral 8r konvergent) Antagattden generalise-
rade integralen HD | f| dA dr konvergent. D4 ir dven integralen HD f dA konvergent och
det giller att

U]fdA’ f|f|dA (4.77)

Integralen [{}, f dA kallas d4 absolutkonvergent.

Vi genomfér inte beviset. Obs att konvergensen for [[; | f| dA kan avgéras med upprepad integ-
ration eftersom | f| > 0 pa D.

Exempel 4.8 (Generaliserad integral) Vi undersoker [[;, fdA med f(z,y) =
(w+y)2 ochD = {(z,y) e R?: 0 <y < 22, 0 < x < 1}. Omridet D ir begrinsat
men f ir obegrinsad: f(z,y) — oo dd (x,y) — (0,0). Alltsd dr integralen generaliserad,
men integranden 4r positiv sd att vi kan anvinda upprepad integration for att undersoka
konvergens eller divergens. Vi har

2

fj gl = /01(/; Wdy)dm (4.78)

1 2 1
:/0 [(Hly)}zzo dx:/o (i_xjm2>da: (4.79)

:/01 L o= [In(1+x)};=1n(2) (4.80)

1+«

Vi drar slutsatsen att integralen ir konvergent. Eftersom den yttre integralen ir en generali-
serad enkelintegral, si borde vi rikna si hir:

2

H 7 dudy = lim 1(/; (m_i_ly)2dy> dz (4.81)
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Det kan vara intressant att préva att integrera i den andra ordningen:

1, g1
£f m drdy = /0 (/ @ —&y)2 d:c) dy (4.82)

VY

1 1 11 1 1 1
:/0 [M]xﬂdy:/o (\/ﬂ+y—1+y)dy (4.83)

Med substitutionen s = /1 i den forsta integralen fir vi ds = ﬁ dy och

1 1 1 1 1 1
d :/ — :2/ ds =2In(2 4.84
o\/z7+yy 01+ffy T+ (2) (4.84)

Den andra integralen ir — fol ﬁ dy = —In(2). Resultatet blir In(2) som férut.

Exempel 4.9 (Generaliserad integral) Vi beriknar den generaliserade integralen
JJ2 exp(—x? — y?) dz dy. Positiv integrand, upprepad integration ir tilliten:

€X —.%'2— = x = - OOCX —1'2— 2 x
g p( y°)dxdy /_ (/ p( y)d)dy

[e.9] —00

— / exp(—a?) da / exp(—y?) dy

Hir kommer vi inte lingre for vi kinner ingen primitiv funktion till exp(—z?). D4 gir vi

(4.85)

over till poldra koordinater:

fj exp( —2? —9?)dady = ff exp(—r~) rdrdd (4.86)
med den obegrinsade strimlan £ = [0,00) x [0, 27] i r, §-planet. Men integranden ir
positiv och vi anvinder Fubinis sats 4.2 pd rektangeln Er = [0, R] X [0, 27]:

27 R
. 2
ngnoo ff exp(—r?)rdrdf = ngnoo : (/0 exp(—r )rdr) de (4.87)
27 .
0 li - 4.
d Rgnoo exp( ) rdr (4.88)
_ . 1 SN L 2V) _
=27 B}gnoo {—5 exp(—r )L} = 7rR1£nOo (1—exp(—R%) =7 (4.89)
Allesa:
ff exp(—2? —y?)dedy =7 (4.90)
R2
Med hjilp av (4.85) far vi nu dven
/ exp(—x?)dz = /7 (4.91)
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4.5 Trippelintegralen

Vi ska nu definiera integralen av en funktion f: R3 — R av tre variabler dver ett ritblock R =
[a,b] X [c,d] X [e, g]. Den tecknas

jﬂfdv - fﬂf(wny,z) dzdydz (4.92)
R R

och kallas dven trippelintegral. Symbolen dV' = dx dy dz kallas volymselement. Konstruktionen
foljer samma steg som for enkel- och dubbelintegralen och vi upprepar inte alla detaljer.

En partition av R = [a, b] X [c, d] X [e, g] ir en mingd av punkter P = {(x;,y;, 21) € R3:
i=0,...,n,7=0,...,m, k=0,...,p}sddanaatt

c=y <y < <y 1<y < - <yn=d (4.93)
e=20<21 < <21 <2< <2Zp=g

fori=1,...,n,5=1,...,m,k=1,...,p. Pdelarin Ridelritblock R, = [x;_1,x;] X
[Yj—1,Yj] X [#k—1, 2k] med steglingder Ax; = z; — zj—1, Ay; = y; — yj—1, Dz = 25 —
zp_1,fori=1,....,n,5=1,....,m,k = 1,...,p. Den maximala diametern av delritblocken
betecknas h = max; ; 1, diam(R;jp,).

Vi siger att f: R3 — R ir integrerbar 6ver R om det finns ett unikt tal som ligger mellan
de undre och 6vre Riemann-summorna for alla partitioner. Det talet 4r di integralen HfR fdv.
Analogt med sats 4.1 har vi att kontinuerliga funktioner ir integrerbara och Riemann-summorna
konvergerar mot integralen:

n m P
Z Z Z f(fz, g]j, Zk)Aa;iijAzk — J]I f dV dih= max diam(Rijk) —0 (4.94)
i=1 j=1 k=1 R .5,k
med godtyckliga evalueringspunkter (Z;, 95, 2 ) € Rijk.
Fubinis sats for trippelintegral siger att

g d b
f}! fav :/e (/C (/a f(z,y,2) dw) dy) dz (4.95)

:/Cd(/ab(/egf(x,y, 2) dz) dx) dy (4.96)
[ [ remon)a)a e

For att integrera 6ver en mer allmin mingd D C R? miste vi antaga att D ir begrinsad och
mitbar, dvs att volymen vol(D) ir definierad. Sedan viljer vi ett stort ritblock R sidantatt D C R
och integrerar den avskurna funktionen 6ver R som i definition 4.4. P4 si vis kan man integrera
begrinsade och kontinuerliga funktioner &ver begrinsade och mitbara mingder.

Om integranden f 4r obegrinsad eller omridet D ir obegrinsat sa har vi en generaliserad trip-
pelintegral. En sidan behandlas pd samma vis som generaliserad dubbelintegral. Vi genomf6r inte

det hir.
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(Trippelintegralens egenskaper) Lit f,g: R? — R vara integrerbara pa
mingden D C R3 ocha, 3 € R.Di giller foljande.

ﬂ 1dV = vol(D) e
f}j fdV =0, omvol(D)=0 (4.99)
fljf(af +B9)dV = a fﬂ fdv + 4 fﬂ gdV  (linjir operator) (4.100)
ﬂ frav< Hfng omf < gpiD (monoton operator) (4.101)
| fﬂ fdv| < Hj 617 (atampdietharn) (aon)

/de:/ de—I—/ fdV, om D = Dy U Dymed Dy N Dy = (4.103)
D Dl D2

och D1, Dy mitbara

Beviset 4r analogt med beviset av Sats 1.3 i del II. Det bygger pa att de undre och 6vre Riemann-
summorna har de 6nskade egenskaperna. Vi upprepar det inte hir. Vissa “tunna” mingder dr mit-
bara med volym = 0, till exempel, en punkt med vol(P) = 0, en slit kurva med vol(C') = 0 eller
en slit yta med vol(S) = 0.

Liksom f6r dubbelintegralen kan Fubinis sats generaliseras fran ritblock till vissa enkla integ-
rationsomraden. Det leder till upprepad integration. Till exempel:

Omrade enkelt i z.

Hir antar vi att D 4r omridet mellan tva grafer

z=e(x,y), (v,y)€E (4.104)
z=g(z,y), (v,y)€FE (4.105)

dir e, g 4r kontinuerliga funktioner med e < gpa # C R2. Det vill siga att D ges av
D = {(z,y,2) : e(z,y) < 2z < g(x,9), (v,y) € E} (4.106)

Vi vet frin egenskapen (4.22) i sats 4.3 att D 4r en mitbar mingd med volymen

vol(D jf (z,y) — e(z,y)) dedy (4.107)

Om f ir kontinuerlig och begrinsad, sa ir integralen fHD f dV definierad. Med ett resonemang
som i beviset av Fubinis sats 4.2 fir vi

([ £av = ([[ £y, 2)dvdydz = /E (/g(m’y) F(z,y,2) dz) drdy  (4.108)
D D

e(z,y)
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Dubbelintegralen 6ver E beridknas med metoder frin avsnitt 4.2.
Pi liknande vis kan man integrera 6ver omriden som ir enkla i z eller y.

Exempel 4.10 (Volymen av tetraeder) Vi beriknar volymen av tetraedern D med
héri (0,0, 0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1). Tetraedern ir enkel i alla riktningar , y och 2.
Enkel i z: mellan graferna
2=0, (z,y)eT (4.109)
z=1—-z—vy, (x,y)eT (4.110)

dir T ir triangeln i , y-planet med hérn i (0, 0), (1,0), (0, 1). Upprepad integration enligt
(4.108) ger nu

vol(D) = ff dv = /T (/Ol_x_y dz) dedy = /T (1—z—y)dady (4.111)
D

Triangeln T dr enkel i y:
1 l-z
vol(D) = / (1 -z — y) drdy = / (/ (1 -z — y) dy) dz (4.112)
T 0 0
1 =1-z 1
_ — gy — L2]° =
_ /0 [y vy — Ly ]y:o d - (4.113)

Skivningsmetoden.

Ibland kan man anvinda “skivningsmetoden”. Den leder ocksa till upprepad integration. Om, till
exempel, D ir av formen

D ={(z,y,2) : (y,2) € E(x), a <z <b} (4.114)
med en mitbar mingd F(z) iy, z-planet, sd har vi
b
{[[ £av = / ( ([ .y 2)dy dz) da (4.115)
D ¢ E(x)

Dubbelintegralen éver E(z) beriknas med metoder frin avsnitt 4.2. Man kan tinka p4 denna for-
mel som att man har delat upp integralen i skivor med tjocklek d som i4r ortogonala mot z-axeln.

Exempel 4.11 (Volymen av tetraeder, skivningsmetoden) Viberiknar volymen av
tetraedern D med hérn i (0,0, 0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1). Tetraedern kan skivas orto-

gonalt mot alla rikeningar x, y och 2. Ortogonalt mot z-axeln:

vol(D) = [[[ dv = /0 1 ( {[ dy dz) de (4.116)
D T(z)
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dir T'() dr tvirsnittet av tetraedern vid 2. Det dr en triangel med hérn i (z, 0, 0), (z,1 —
z,0), (z,0,1 — z). For fixt « tinker vi oss den som en triangel i y, z-planet med hérn i
(0,0), (1 —2,0), (0,1 — x). Den ir enkel i z:

vol(D) = /01 ( {[ du dz) de = /01 (/OH (/Ol_x_y dz) dy> de = é (4.117)

T(x)

Vi har varit noggranna med att skriva ut parenteser kring de upprepade integralerna si att det
inte ska rida nigon tvekan om i vilken ordning de ska riknas ut. Ofta liter man ordningen vara
undersforstidd. Till exempel, skulle man kunna skriva integralen i (4.117) som

1 1 11—z l-z—y
/ j dydzdx:// / dzdy da (4.118)
0 T(z) 0 0 0

Detta kan vara svirtolkat. En del férfattare skriver

/dmﬂdydz_/ dx/lxdy/lxy (4.119)

T(x)

Vi tar ett exempel till.

Exempel 4.12 (Trippelintegral, upprepad integration) Vi beriknar integralen
[l fdV med f(z,y,2) = x och omridet D som ligger i forsta oktanten och under
paraboloiden z = 4 — z2 — o2

Omridet beskrivs av olikheternaz > 0,y > 0,0 < 2z < 4 — 22 — 32, Det dr enkelt i 2,
det ligger mellan graferna:

2=0, (z,y)€A (4.120)
och
z=4—-x2—9y? (z,y)€Ad (4.121)

med kvartscirkelskivan A = {(z,y) : 2% + y> <4, £ > 0, y > 0}. Vi fir

f[f)ff dv = jﬂxdx dydz — H ( / 4x2y2mdz> ey (4.122)
_ﬂ( H4 x_y>dxdy—ﬂ d—2® —y)dedy  (4123)

Med polira koordinater transformeras A till en rektangel R = [0, 2] x [0, w/2]. Vi fir

[[[rav=[f <a:(4 gt yz)) dudy = || <r cos(9)(4 — r2)> rdrdd (4.124)
D A R

2 Ze 64 64
_ 2 _ 4 R
= /0 (4rc —r )dr/0 cos(f) df = 5 1= B (4.125)
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Alternativt kan vi anvinda att A ir enkelti y:

ijdv = ﬂ (90(4 —a? — y2)> dz dy (4.126)
D i

2 Va—z2
_ / ( / 24— a? — y?) dy) da (4.127)
0 0
2 Viz?
:t/‘a{4y——x2y——éyﬂ dx (4.128)
0 y=0
1 2
-3 / 20(4 — 22)3/2 dz (4.129)
0
1r 2 2 2 64
3[ A }0 15 15 (#.130)
Skivning:
4 4
ﬂ fdv= / ( H zdz dy) dz = / ( ﬂ 7 cos(f) r dr d9) dz (4.131)
D 0 "AQ) O “R(z)
4, VA2 /2 14
:/ </ r2dr/ cos(&)d9> dz = / (4—2)3/2dz (4.132)
0 0 0 3 Jo
Y YT [
N 3[ 542 }o_ 15 E22)

Exempel 4.13 (Trippelintegral, datorberdkning) Vi beriknar integralen frin exem-
pel 4.12 med MATLAB.

xmin = 0; xmax = 2;

ymin = 0; ymax = @(x) sqrt(4 - x.72);

zmin = 0; zmax = @(x,y) 4 - x.72 - y.72;
f=0(x,y,z) x;
I=integral3(f,xmin,xmax,ymin,ymax,zmin,zmax)
Iexact=64/15

Alternativ:

ff=0(x,y,z) (x.*( z<= 4-x.72-y.72) );
IT=triplequad(ff,0,2,0,2,0,4)
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4.6 Variabelsubstitution i trippelintegralen

Viskanuse hur trippelintegralen transformeras nir man byter variabler. Hirledningen foljer ssmma
steg som for dubbelintegralen i avsnitt 4.3.
Vi antar att variablerna , y, z r deriverbara funktioner av de nya variablerna u, v, w:

r = z(u,v,w)
y = y(u,v,w) (4.134)

z = z(u,v,w)
och att dessa samband entydigt bestimmer u, v, w genom den inversa transformationen:

u=u(z,y,z)
v=uv(z,Y,2) (4.135)

w = ’U)(J}, Y, Z)
Med vektorbeteckningar kan vi skriva (4.134) pa formen
r=r(u,v,w) (4.136)

Ett integrationsomride F i u, v, w-rummet transformeras till ett integrationsomrade D iz, y, 2-
rummet. Vi ska nu hirleda ett samband mellan volymselementet du dv dw och volymselementet
dz dy, dz.

Volymsementet du dv dw vid punkten (ug, vo, wo) begrinsas av de rita linjerna u = ug, u =
ug + du, v = vp, v = vg + dv, w = wp, w = wo + dw. Dessa linjer transformeras till kurvor i
x, ¥y, z-rummet. Dessa kallas koordinatkurvor och ges av

r =r(u,vo,wp), u€R (4.137)
r =r(ug,v,wp), vER (4.138)
r = r(ug,vo,w), weER (4.139)

Kurvorna ir pa parameterform med parametrarna u, v respektive w. Tangentvektorerna i punkten
(0, Y0, 20) = 7(u0, vo, wo) r

or or or
%(uo,vo,wo), %(uo,vo,wg) respektive %(uo,vo,wg) (4.140)

och differentialerna e, du, e, dv och e,,dw transformeras till

or or . or
%(uo,vo,wo)du, %(uo,vo,wo)dv respektive a—w(uo,vo,wo)dw (4.141)

Dessa spinner upp en parallellepiped, vilken dr det transformerade areaelementet. Dess area ir
absolutbeloppet av den skalira trippelprodukten
or or

or
drdydz = %(uo,vo,wg) du - (a(uo,vo,wo) dv x a—w(uo,vo,wo) dw)) (4.142)
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Trippelprodukten ges av determinanten

or or or
ou du (81} dv 87wdw)
ox oy 0z or Oy 0z
2 W™ 3 |ou u Bu
(4.143)
oz dy 0z or Oy 0z
— el hdad == ZZ ZZ|dudvd
w® W % T e g
ox oy 0z or Oy 0z
2w 3w 3w e w ow
Hir upptrider Jacobi-determinanten for transformationen (4.134):
du Ou Ou ou Ov Ow
78(:6"%2) = @ @ % = @ @ @ = det(r'(u, v, w)) (4.144)

O(u,v,w) v Ov v ou Ov Ow

ow Jw Ow ou Ov Ow

dvs determinanten av Jacobi-matrisen 7/ (u, v, w). (Hir anvinde vi att det(A”) = det(A).)
Sambanden (4.142) och (4.143) ger nu

dxdydz-’%’dudvdw—‘det (u,v,w) ‘dudvdw (4.145)

Detta dr det sékta sambandet mellan volymselementen. Absolutbeloppet av Jacobi-determinanten,
dvs | det(r'(u, v, w))|, dr volymskalan vid transformationen.
Vi har nu bevisat féljande sats.

(Variabelsubstitution i trippelintegralen) Antagattz = z(u, v, w),y =
y(u,v,w), z = z(u,v,w) ir en deriverbar och inverterbar variabeltransformation som
avbildar mingden £ pa mingden D. Om f: R" — R dr integrerbar 6ver D si giller

ff f(z,y,2)drdydz
D

02,1, ) (149

B, v, w ‘dudvdw

= ffj fz(u,v,w), y(u, v, w), z(u, v,w))
E

De viktigaste koordinattransformationerna i rummet ér cylindriska koordinater och sfiriska
koordinater.
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Exempel 4.14 (Cylindriska koordinater (r,0, z) ) Videfinierar koordinattransforma-
tionen

x = rcos(f),
y=rsin(fd), re€0,00),0€][0,27), z€eR (4.147)

zZ =z

Den inversa transformationen ges av (obs att tan(6) = y/x)

r=az?+y?
0 = atan(y/z), Vr2+y2#0 (4.148)

z =2z,

Koordinaterna (, 6, z) kallas cylindriska koordinater till skillnad frin (z,y, z) som kal-
las Cartesiska. Transformationen (4.147) dr inverterbar &verallt utom pi z-axeln. Jacobi-
determinanten for (4.147) dr

d(z,y, z)
a(r, 0, 2)
z. oy oz cos(0) sin(f) 0
=|zy vy, zp| = |—rsin(d) 7rcos(d) 0 eIl
x, Yy, 2 0 0 1
=r(cos?(0) +sin*(0)) =r
och volymselementet blir
dV =dzdydz = rdrdfdz (4.150)

Exempel 4.15 (Trippelintegral, cylindriska koordinater) Vi beriknar integralen
fran exempel 4.12. Vi har [[[,, fdV med f(z,y,2) = @ och omridet D = {(z,y,2) :
0<z2<4—2%—y? (2,y) € Ay dir A= {(z,y) : 2®> + 9> <4, 2 >0, y > 0}.
Vi gir 6ver till cylinderkoordinater och fir omridet £ som bestims av olikheterna 0 < z <
4—-72,0<r<2,0<0<7/2 Integralen blir

ﬂf zdrdydz = Hf r cos(0) r dr df dz (4.151)
D E

Vi anvinder skivningsmetoden med skivor med tjocklek df och tvirsnitt B som ges av 0 <
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2<4—7r20<r<2Vifir

[[[ cos(0)r*dr dod= = / " ( [ cos(@)r? dr dz) do (4.152)

B
/2
= / cos(6) do H r2drdz (4.153)
Y B
2 4—72
—/ </ 72 dz) dr (4.154)
0 0
%
= / (4 —rHridr = 64 (4.155)
) 15

Alternativt kan vi anvinda att F drenkeltiz: 0 < z < 4 — 72 for (r,0) i rektangeln
R =0,2] x [0,7/2] si att

fbﬂ cos(8)r? dr df dz = Lj ( /0 2 cos(t) dz) dr do (4.156)

= [[ (4= r*)r? cos(9) dr do (4.157)
R

/2 2 64
= / cos() da/ (4 —r2)r2dr= = (4.158)

Exempel 4.16 (Sfariska koordinater (p, ¢,6)) Vi definierar koordinattransformatio-
nen

x = psin(¢) cos(),
y=psin(@)sin(®), pe[0,00), pe(0], BE(0.2r)  (4159)
o es(d)
Observeraatt r = /22 + y2 = pcos(¢), cot(¢p) = z/r,x = rcos(f), y = rsin(h) och
tan(f) = y/x. Den inversa transformationen ges av
p=Vr2+y?+ 22,
¢ =acot(z/\/x2 +y2), V22+y2#0 (4.160)
0 = atan(y/x),

Koordinaterna (p, ¢, ) kallas sfiriska koordinater till skillnad frin (z,y, z) som kal-
las Cartesiska. Transformationen (4.159) dr inverterbar Gverallt utom pa z-axeln. Jacobi-
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determinanten for (4.159) ir

o(z,y, 2)
a(p, $,9)
xp yp 2, sin(¢) cos(6) sin(¢) sin(6) cos(¢) (4.161)
— el =) = | peos(6)cos(t) peos(@)sin(®) —psin(s)|
x’e yé zp —psin(¢)sin(d) psin(@) cos(d) 0
= = p’sin(¢)
Eftersom sin(¢) > 0 for ¢ € [0, 7] blir volymselementet
dV = dz dydz = p*sin(¢) dpdep dd (4.162)

Exempel 4.17 (Trippelintegral, sfériska koordinater) Vi beriknar [[[5(z? +
y?)dzdydz med B = B((0,0,0), R), ett klot med radie R. Med sfiriska koordinater
firvi £ = [0, R] x [0, 7] X [0, 27] och
J:II(I‘Q +y?)dz dydz (4.163)
B

= JJJ ((psin(6) cos(8))* + (psin(6) sin(6))? ) p* sin(¢) dpdsdé  (d.164)
E

- Hf sin(¢)p* dp dep 46 (4.165)
/ p dp/ sin® dqb d9 (4.166)
4 8T
_ 1.5 2 _ 154, 8T 5
= 5R /1(1 u®) du 2w 3 R 3 27 15 R (4.167)
dir vi anvint substitutionen u = — cos(#) si att sin®(¢) d¢ = (1 — cos?(¢)) sin(¢) dgp =
(1 — u?) du.

4.7 Medelvarden, moment

Definition 4.7 (Medelvérde med vikt) Lit w vara en kontinuerlig och positiv funk-
tion pd mingden D C R3. Medelvirdet med vikten w av en integrerbar funktion f Gver
mingden D ir

fHDdeV HJD (z,y,2)w(z,y,z)drdydz
HwadV B JJTD w(z,y,z)dedydz

f= (4.168)
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I Funktionen w kallas viktfunktion.

Viktfunktionen w ir ofta konstant, t ex w = 1. Dd kan man forkorta bort w och vi fir ett vanligt
medelvirde

_ J:UD fdv 1
F=av = vol(D)jj! fdv

(4.169)

(Medelvérdessatsen med vikt) Antagatt D C R3iren sammanhingande,
mitbar, sluten och begrinsad mingd med positiv och kontinuerlig viktfunktion w och att
f:R® = Rir kontinuerlig pi D. D4 finns en punkt (2o, 40, 2z0) € D sidan att

d
f(zo,v0,20) = W (4.170)
D

Med andra ord: det finns en punkt i D dir f ir lika med sitt medelvirde.

Vi bevisar inte denna sats. Se dven sats 4.4.
Betydelsen av att anvinda viktfunktion illustreras av nista exempel.

Exempel 4.18 (Massa och masscentrum) Antagatten kropp uppfyller omridet D C
R? och har en kontinuerligt varierande masstithet (densitet) d [kg/ m3]. Kroppens totala
massa ges av

M = ffjddV = jff d(z,y,z)dxdydz = ffj dm [kgl (4.171)
D D D

dir vi infort beteckningen dm = d dV/, masselementet. Densiteten ir ofta konstant, men
det 4r inda n6dvindigt att infora den i integralen for att enheterna ska bli korrekta.
Om vi bildar medelvirdet av koordinaten & med avseende pa vikten d, si fir vi

Wpzdm _ [lfpzddv
Mffpdm — [ff,ddV

P4 samma vis kan vi bilda medelvirdet av koordinaterna 4 och z. Med ortsvektorn r =
(z,y,z) fairvidi

Mprdam  flyrddv e
M am Il dav Mfgf (,9,2) d(,9,2) v

xr =

[m] (4.172)

Enligt medelvirdessatsen med vikt finns det en punkt (zg,y0,20) € D sidan att

(20,0, 20) = (Z, Y, Z). Denna punkt kallas kroppens masscentrum eller tyngdpunkt. Den
ges av (4.173).
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Exempel 4.19 (Troghetsmoment) Lit D varaen kropp med densiteten d och lit [ vara
en axel (rit linje) i rummet. Avstindet frin en punkt (z,y, z) € D till axeln betecknar vi
med R(z,y, z). Troghetsmomentet fér kroppen D med avseende pd axeln [ ir

I= j}! R%dm = jjﬂ R*ddV  [kgn?] (4.174)

Till exempel ir tréghetsmomentet med avseende pd z-axeln

I= flﬂ(aﬂ +12)dm = flﬂ(x? +12)ddV  [kgm’] (4.175)

Exempel 4.20 (Troghetsmoment for ett klot) Vi beriknar tréghetsmomentet med
avseende pa z-axeln for ett klot B med centrum i origo och radie R [m] och med konstant
densitet d [kg/m®].

Med sfiriska koordinater i (4.175) fir vi E = [0, R] x [0, 7] X [0, 27] och

I—jfjm + 9%)dm = jffﬂc +9?) ddz dy d= (4.176)

=d jff psin(¢))?p? sin(p) dpdep db (4.177)
27
= / 0 dp/ sin®(¢) do do (4.178)
0
4 5 2
dir vi anvint substitutionen u = — cos(6) sd att

T3 _ " 2 : _ ' —u? u—%
/Osm (¢)d¢_/0 (1 — cos (gzb))sm(qb)dgb—/_l(l Jdu=7 (4180
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4.8 Ovningar

4.1 Dubbelintegralen

Ovning 4.1 Skrivned en Riemann-summa fér [[, f dAmed f(z,y) = 2y, R = [0,1] x
[0, 1] och en partition med 4 x 4 delrektanglar.

Ovning 4.2 Berikna [[,, fdA.
(a )f(l‘ y) _J;y:R_ [0 1] X [031] (b)f(l'vy) =ve+ty R= [071] X [071]
(c) f(z,y) = ?sin(y), R = [0,1]x[0,7] (d) f(z,y) = (x+y) "% R = [1,2]x[1,2]

4.2 Berdtkning av dubbelintegralen

Ovning 4.3 Berikna [[,, fdA.
@ f(zy) =y D={(z,y): ~1<y<1, —y-2<wz <y}

(®) f(z,9) = 155D = {(=9): 0<z<1,0<y<a?}
(c) fz,y) =2, D ={(z,9) : 0 <2 <m0 <y <sin(z)}
(d) f(z,y) =2% D ={(z,y) : 1 <z <e, 0 <y <In(a)}

Ovning 4.4 Berikna [[,, fdA med f(z,y) = 2y och D som begrinsas av kurvorna
y=x — 1ochy? = 2z + 6.

Ovning 4.5 Berikna volymen under grafen z = xy dver triangeln med hérm i (1,1),

(4,1), (1,2).

Ovning 4.6 Rita integrationsomridet och dndra integrationsordningen.

@ [ ([ 1war)a
o [T )

Ovning 4.7 Berikna integralerna genom att byta integrationsordning.

(a) /01 (/3; exp(xQ) dx) dy
(b) /04 < /;yglﬂdy) da

4.3 Variabelsubstitution i dubbelintegralen
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Ovning 4.8 Berikna [[,,(3z + 4y?) dz dy med omridet D som ligger i vre halvplanet
och begrinsas av cirklarna 22 + y? = 1 och 2? + y? = 4.

Ovning 4.9 Berikna HD % dz dy med omradet D som ligger mellan tva cirklar med
centrum i origo och radie a respektive b.

Ovning 4.10 Berikna ([, fdA med f(z,y) = \/ZxQ + 2) och cirkelskivan D med

centrum i (0, 1) och radie 1.

Ovning 4.11 Berikna [[ %2?/ doz dy medomridet D = {(z,y) : 0 < z4+y < 3,1 <
x — 2y < 4}.

Ovning 4.12 Berikna arean av omradet i forsta kvadranten som begrinsas av kurvorna
vy =l,zy =2,y =2/2%y =4/2%

4.4 Generaliserad dubbelintegral

Ovning 4.13 Arintegralen konvergent? Berikna i s4 fall integralen.
(a) [[p zexp(—a® — y?)dedy, D = Ry x Ry = {(2,y) : 2 >0, y > 0}
(b) JIge orgyz dzdy

4.5 Trippelintegralen

Ovning 4.14 Berikna [[[,, fdV.

(a) f(z,y, 2) = 23?23, D = [0,1] x [0,2] x [0, 3]

(b) f(z,y,2) =2, D ={(z,y,2) :x>0,y>0,2>0, x+y+ 2z <1}
() f(2,y,2) = i D={(2,9,2) 1 1 <y<4,y<2z<4,0<z <2}

1‘2+Z2 >
Ovning 4.15 Berikna [[[, fdV med f(z,y, 2) = V&2 + 22 och D som begrinsas av
paraboloiden y = 2% + 22 och planet y = 4.

4.6 Variabelsubstitution i trippelintegralen

Ovning 4.16 Berikna volymen av ett klot med radien R.

Ovning 4.17 Berikna volymen av omradet i forsta oktanten som begrinsas av ytorna
zy=1xy =922z =4,z = 36,yz = 25, och yz = 49.
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Ovning 4.18 Berikna [[[, /22 + y? + 22 da dy dz dir D ir omridet som ligger innan-
for sfiren 22 + 32 + 22 = 1 och ovanfor konen z = /2 + y2.

Ovning 4.19 Berikna [[[,, /22 + y? dz dy dz dir D ir omridet som ligger innanfor

cylindern 2 + y? = 1, nedanfor planet 2 = 4 och ovanfor paraboloiden 2 = 1 — 2 — /2.

Ovning 4.20 Berikna volymen av omridet som ligger ovanfor konen z = /22 + 32
och nedanfor sfiren 22 4 y? + 22 = 1.

Ovning 4.21 Berikna [[[, (2% + y?) dz dy dz dir D ir omridet mellan sfirerna z? +
Y2+ 22 =4ochz® +y? + 22 =0.

Ovning 4.22 Berikna [[[}, zexp(z? + y* + 22) dw dydz dir D ir omridet i forsta
oktanten och innanfér sfiren 22 4+ y? + 22 = 1.

4.7 Medelvéirden, moment

Ovning 4.23 Berikna massan och masscentrum forkuben 0 < z < a,0 <y < a,0 <
2 < a med densiteten d(z, y, z) = k(2? + y? + 22)/a?. Vilka enheter har konstanterna
a och k?

Ovning 4.24 Berikna troghetsmomentet med avseende pi z-axeln for cylindern 2% +
y? < R%,0 < z < h med konstant densitet d.

Ovning 4.25 Kuben K har sidan L och konstant densitet d. Den har ett horn i origo
och tre kanter lings koordinataxlarna. Berikna dess troghetsmoment med avseende pa de
tre koordinataxlarna.

49 Problem

4.1 Dubbelintegralen

Problem 4.1 En kvadratisk platta med sidan L [m] 4r belagd med massa med masstithe-
ten d(x,y) = k(x/L)?/((y/L)?+ 3) dir k [kg/m?] ir konstant. Berikna totala massan.
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Problem 4.2 Antagattm < f < M iD. Visaatt

marea(D) < ff fdA < M area(D)
D

4.2 Beriikning av dubbelintegralen

Problem 4.3 Beskriv den kropp vars volym ges av integralen

/01(/01_z(1—a:—y)dy>dm

4.3 Variabelsubstitution i dubbelintegralen
4.4 Generaliserad dubbelintegral

4.5 Trippelintegralen

4.6 Variabelsubstitution i trippelintegralen
4.7 Medelvirden, moment






5. Kurv- och ytintegraler

Kurvor
Kurvintegraler
Ytor
Ytintegraler
Grad, div, rot

Gauss divergenssats

Ovningar

Problem

Vi integrerar dver kurvor och ytor i rummet. Efter att ba parametriserat kurvor och ytor kan
vi definiera kurvintegraler och ytintegraler pd ett siitt som liknar bur vi gjorde variabelsubsti-
tution i dubbelintegralen.

5.1 Kurvor

Definition 5.1 (Kurva pa parameterform) En kurva C'ir en punktmingd i rummet
som kan parametriseras med en kontinuerlig funktion 7: R — R3:

C:r=r(), tel (5.1)
detvill siga, med r = (z,y, 2),
z = x(t),
C: cy=y(t), tel (5.2)

didr I dr ett intervall. Variabeln ¢ kallas parameter. Vi antar vidare att v dr deriverbar med
kontinuerlig derivata.

EnkurvaC': r = r(t), t € [a, b] kallas sluten om r(a) = r(b). En kurva kallas enke/ om
den inte korsar sig sjilv.

115
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Kurvor kan beskrivas pa diverse sitt men det dr nédvindigt att parametrisera dem som i (5.1)
for att kunna gora berikningar med kurvor. Villkoret att 7 4r kontinuerlig garanterar att kurvan
hinger ihop. Villkoret att 7 dr deriverbar behévs for att utesluta irreguljira kurvor som inte tilldter
den slags matematisk analys som vi ska gora, t ex frakeal kurva.

Man kan tinka pa r(t) = (x(t), y(t), 2(t)) som liget vid tiden ¢ f5r en partikel som ror sig
lings kurvan. D4 blir medelhastigheten for partikeln 6ver tidsintervallet [¢, t 4+ At]:

Ar  r(t+ At) —r(t)

A Al (5:3)
Om vi later At — 0 fir vi den momentana hastigheten vid tiden t:
. Ar . d oy

Ibland tecknas tidsderivatan med prick: v(t) = r/(t) = 7(t). Hastigheten ir en vektorkvantitet.
Dess norm kallas farz:

v(t) = [v@)] = 7' @)l (5:5)
Den andra derivatan av 7(t) kallas acceleration:
a(t)=v'(t) =r"(t) (5.6)

Om7/(t) # 0, s ir den geometriska tolkningen att /() ir en tangentvektor till kurvan C'i punk-
ten 7 (t):

T(t) =r'(t) (5.7)
Vikan da normera tangentvektorn och bilda enbetstangentvektorn:

N R 20
O =@ = ol G8)

En kurva kallas s/t (eller glatt) i en punkt om den har en tangentvektor i punkten.
Den enklaste (och dirmed den viktigaste) kurvan ir den rita linjen.

Exempel 5.1 (R&ta linjen) Den rita linjen genom punkten Py med ortsvektorn 7o och
riktningsvektorn v kan parametriseras som

L:r=rqg+tv, teR (5.9)
det vill siga

T = g + tvy,
L: Jy=yo+tvy, teR (5.10)
2 = 29 + tu,,
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Vi deriverar och fir hastigheten
r'(t)=v (5.11)

Hastigheten ir konstant och accelerationen ir a(t) = 0.
Linjen kan parametriseras pd méinga sitt. Till exempel:

r=ro+s’v, seR (5.12)

Nu firvir/(s) = 3s%v och a(s) = 6sv. Observeraatt nuir r'(0) = 0 men linjen ir inda
slt.

Den rita linjen 4r viktig bland annat for att den kan approximera en allmin kurva.

Exempel 5.2 (Tangentlinje) Lat
C:r=r(t), tEelal] (5.13)

vara en slit kurva. Lit Py med ortsvektor rg = r(to) varaen punkt pd kurvan med 7/ (¢o) #
0. Linjdriseringen av 7 i g dr

Ly (t) = 7o + 7/ (to) (t — to) (5.14)
Eftersom /(o) # 0, definierar detta en rit linje:
L:r=mry+ ’l“/(to)(t = to), teR (515)

Den kallas tangentlinjen till C'i punkten Pp. Det ir en rit linje som approximerar den krokta
kurvan nira Py. Tangentvektorn 7/ (t() ir dess riktningsvektor och tangentlinjen kan dven
parametriseras som

L:r=ro+7'(tg)t, teR (5.16)

Exempel 5.3 (Spets) Vibetraktar nu kurvan

T = t3,
C:{y=t> teR (5.17)
z =0,
Hir har vi
r =t’e, + t’e, (5.18)
r'(t) = 3t%e, + 2te, (5.19)

Vi eliminerar t: t = /3,y = ¢2 = 22/3. Kurvan ir en graf:

y=xz?3 zeR (5.20)
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Derivatany’ = %x_1/3 garmot —oo ddx — 0— (frdn vinster) och gairmotoodiz — 0+
(fran hoger). Kurvan har alltsa en spets i origo, dvs den har ingen tangent i origo. Trots att
parametriseringen (5.17) ir deriverbar, sd dr kurvan inte slit i origo. Observera att 7'(0) =
v(0) = 0. Partikeln saktar in och vinder i origo.

Kurvan ir slit i dvriga punkter. Till exempel i punkten (1) = (1,1,0) harvi T'(1) =
r'(1) = (3,2, 0) och tangentlinjen ir

xz =1+ 3t,
L: cy=1+2t, teR (5.21)
z=0,

Exempel 5.4 (Cirkeln pd parameterform) Lit R > 0,w > 0 och bilda

x = Rcos(wt),
C: {y=Rsin(wt), teR (5.22)
z=0,

eller
C: r = Rcos(wt)e, + Rsin(wt)e, = (Rcos(wt), Rsin(wt),0), teR (5.23)

Vi eliminerar ¢ genom att kvadrera: 22 + 9% = R2. Detta ir ekvationen for en cirkel i zy-
planet med radie R och centrum i origo. Detta ir en nivikurva for funktionen f(z,y) =
z? + 2. Hastigheten dr

v(t) = —Rwsin(wt)e, + Rw cos(wt)ey = (—Rwsin(wt), Rw cos(wt), 0), (5.24)

och farten

v(t) = /(—Rwsin(wt))? + (Rw cos(wt))?2 = VR2w?2 = |[Rw| = Rw  (5.25)
Konstanten w kallas vinkelhastighet och mits i radianer per tidsenhet. Accelerationen ir
a(t) = —Rw? cos(wt)e, — Rw? sin(wt)e, = —w?r(t) (5.26)

Observeraatt - v = 0, dvs hastigheten 4r ortogonal mot ortsvektorn och att accelerationen
ir riktad in mot centrum.
Cirkeln ir slit Sverallt. Till exempel: en tangentvektor i punkten (0, R,0) ir T =

r'(7/(2w)) = —Rwe,. Aven T = —e, ir en riktningsvektor for tangentlinjen och vi
far
L:r=Re,—te,, teR (5.27)
eller
T = —t,
L:{y=R, tcR (5.28)



Kapitel 5. Kurv- och ytintegraler 119

En kurva kan parametriseras pd manga sitt.

Exempel 5.5 (Halvcirkeln parametriserad pa flera satt) Vi betraktar halvcirkeln
x2 + 9% =1,y > 0. Den kan ocksé beskrivas som en grafi y = V1 — 22,z € [-1,1]. Vi
parametriserar den pa flera sitt.

(a) Vilj parametern ¢ = 6 dir 6 dr vinkeln i poldra koordinater:

x = cos(t),
y =sin(t), t€[0,n] (5.29)
z=0,
Vi fir
r'(t) = —sin(t)e, + cos(t)ey, |7 (¢)] =1 (5.30)
(b) Vilj parametern u = x:
r=u,
= \/]_—UQ, u € [—1,1] (531)
z =0,
Vi far
r) = e - Sy (W = Sy (5:32)
Vi V1—u? '
(c) Vilj parameternv = 1 — x:
r=1-—w,
y=VI—(A=vf vel0? (533)
z =0,
Vi fir
1-v 1
r'(v)=—e;+ ————¢,, [[F'(V)]=—F—m—m=s 5.34
(v) o I (@)l T (5.34)
Vid byte av parameter har vi enligt kedjeregeln
i _dri 529
dt  dsdt '

Vi ser att hastighetsvektorn multipliceras med skaliren %. Det betyder att den dndrar lingd och

byter dven riktning om % < 0. Det vill siga: byte av parameter dndrar farten och byter kurvans

genomlopsriktning om % < 0. En kurva har ingen genomloppsriktning i sig sjilv; det 4r forst
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v . . . . o . d(1—
nidr vi parametriserar den som den fir en riktning. I virt exempel har vi S—Z — « da:x) = —1,dvs

motsatt genomloppsriktning.

5.2 Kurvintegraler

Antag att vi har en kurva pd parameterform med kontinuerligt deriverbar parametrisering:
C:r=r(t), telal] (5.36)
Vi vill berikna kurvans lingd. Vi bildar en partion av parameterintervallet:
a=tg < - <t < ---<thp,=b, At;=t;—1t; (5.37)
Linjirisering ger att
Ar; =r(t;) — r(tic1) = 7' (ti1) Aty + E(t;, Aty) (5.38)
dir linjiriseringsfelet uppfyller att || E(t;, At;)||/At; — da At; — 0. Det vill siga
Ar; =1 (ti_1) At (5.39)

Kurvans approximeras av den polygon som bildas av punkterna (¢;) dir avstindet mellan punk-
terna approximeras av

A7 & |7 (1) || At (5.40)

Kurvans lingd approximeras dd av summan

o lAr] =" I (i) | At (5.41)
=1 =1

Detta ir en Riemann-summa som konvergerar mot enkelintegral dd max; At; — 0:

b
L= / |+ (£)]] dt (5.42)

Detta ir kurvans lingd.

Detta motiverar inférandet av ett nytt integrationselement ds = ||7/(¢)|| dt sd att (5.42) kan
skrivas L = f ¢ ds. Detta kallas baglingdselementet och kan anvindas for att integrera kontinuer-
liga funktioner 6ver kurvan.

Definition 5.2 (Kurvintegral) Lit
C:r=r(t), telal] (5.43)

vara en kurva med kontinuerligt deriverbar parametrisering och f: C' — R en kontinuerlig
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funktion. Biglingdselementet pa C' ir
ds = [|7'(¢)]| dt (5.44)

och integralen av f 6ver C' definieras som

/fds_/ Fr@®) 7' @) dt (5.45)

Speciellt har vi att kurvans lingd ges av

b
L:/Cds:/a I (0)]] dt (5.46)

Noteraattintegralen tecknas [, f ds och beriknas som en enkelintegral f; flr@) |7 (¢)| dt
efter att man har gjort en parametrisering av kurvan. Man kan visa att definitionen i (5.45) ir kor-
rekt i den meningen att integralen inte beror pé valet av parametrisering. Beviset bygger pi formeln
(5.35) och variabelsubstitution i enkelintegral.

Exempel 5.6 (Integral over halvcirkel) Vi betraktar en halvcirkel med radie R, se
exempel 5.5. Vi tar funktionen f(z,y, z) = y.

()
x = Rcos(t),
y = Rsin(t), te€[0,7] (5.47)
z =0,
Vi fir
r'(t) = —Rsin(t)e, + Rcos(t)e,, |7’ (t)||=R (5.48)

sd att biglingdselementet ir ds = R dt och kurvans lingd

:/ dS:/ Rdt=7R (5.49)
C 0

Integralen av f 6ver C blir

_ [ sin — R? Fsin — 2R?
/Cfds—/o (Rsin(t)) Rdt R/O (t)dt = 2R (5.50)

Yy = R2 — u2’ u e [—R, R] (551)
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Vi fir
R
r’u:ex—Le, ()] = —— 5.52
sd att baglingdselementet dr ds = \/% du och kurvans lingd
R R 0
L:/ds:/ du:—/ Rd6 =7R (5.53)
@ ~r VR? —u? 7
dir vi anvint substitutionen u = R cos(f), du = —Rsin(6) df. Integralen blir
R R )
ds:/ R — 42— du=2R 5.54
fras= [ v — (5.54)
Exempel 5.7 (B3glangd for graf i planet) Vibetraktar en grafi planet:
C:y=f(z), z¢€]la,b (5.55)
Vi viljer parametern t = x:
c: {7 ey (5.56)
: a, .
y=f(@)
Vi fir
T'(t) =es + fl(tey, ()] =V1+ ()2, ds=1+f(t)*dt (557)
och

b
L:/ ds:/ VT PR dt (5.58)
C a

Man kan ocksa uttrycka detta i den ursprungliga variabeln :
b
ds = /1 + f/(z)?dxz, L:/ ds:/ V14 f(z)?de (5.59)
C a

Man kan ocksa ga tillbaka till (5.39) som motiverar inférandet av ett vektorbiglingdselement:

0
0]

didr vi piminner om enhetstangentvektorn T frin (5.8).

dr =7'(t)dt = |7 (t)|| dt = T ds (5.60)
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Definition 5.3 (Tangentkurvintegral) Lit
C:r=r(t), tEelal] (5.61)

vara en kurva med kontinuerligt deriverbar parametrisering och F': C' — R3 ett kontinu-
erligt vektorfilt. Vektorbiglingdselementet pd C'dr

dr =T'ds = +'(t)dt (5.62)

och tangentkurvintegralen av F' 6ver C' definieras som
~ b
/ F.-dr = / F.-Tds= / F(r(t)) -r'(t)dt (5.63)
C C a

Vi observerar att integranden F' - T i (5.63) ir skalira projektionen av F' pi tangentlinjen, dvs
tangentkomponenten av F':

F.-T = ||F| cos(6) (5.64)
dir 6 r vinkeln mellan F och T'.

Exempel 5.8 (Arbete) Om F': R? — R3 [N] irett kraftfilt, si blir arbetet som utrittas
dd en partikel ror sig lings kurvan C'i filtet F':

W:/F-dfr:/F-Tds [Nm] (5.65)
(& C

Man integrerar alltsa tangentkomponenten av kraftfiltet lings kurvan.

Definition 5.4 (Konservativt vektorfalt) Ettvektorfilt F' kallas konservativti D om
det finns ett skalirt filt ¢ sidant att

F=V¢ iD (5.66)

Filtet ¢ kallas da potential till F'.

Man kan siga att potentialen ¢ (om den finns) ir ett slags “primitiv funktion” till F'. I fysik
och mekanik brukar man skriva definitionen i (5.66) med ett minustecken: ' = —V ¢, si att F
pekar dit dir potentialen minskar mest.

Exempel 5.9 (Tyngdkraftféltet) Tyngdkraftfiltet ir

F(z,y,z) = —mge, [N] iR3 (5.67)
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Det ir riktat lodritt med magnitud mg. Vi sdker en potential genom att [6sa (5.66), dvs

gj = Fy(z,y,2) =0 (5.69)
0
£ =F.(z,y,2) = —mg (5.70)

De respektive ekvationerna ger

¢(@,y,2) = [y, 2), ¢(x,y,2) = 9(x,2), d(x,y,2) = —mgz + h(z,y) (5.71)

dir f, g, h dr godtyckliga funktioner. Vi miste ha f(y, 2) = g(x, z) = —mgz + C och
h(z,y) = C. Vifir alltsa

¢(z,y,z) = —mgz + C  [Nm] (5.72)

Tyngdkraftfiltet 4r alltsd konservativt. I mekanik skriver man F' = —V P, dir P = —¢kal-
las potentiell energi. For tyngdkraftfiltetharvidd P(z, y, 2) = mgz+C. Se problem 5.171
for en motivering f6r beteckningen “konservativt filt”.

En viktig fraga ir huruvida det finns nigon potential till ett givet vektorfilt F'. Vi ska ater-
komma till den frigan senare. Nu ska vi se en viktig konsekvens av att filtet 4r konservativt.

Vi piminner om definition 4.5 som siger att en miangd D ir ssmmanhingande om den inte kan
delas upp i tva disjunkta delméingder. Vi antar dven att D ir Sppen, dvs att varje punkt i mingden
har en omgivning som ér i D. Detta dr nddvindigt f6r att man ska kunna derivera funktioner i D.

Definition 5.5 (Oberoende av vdgen) Lit D vara en 6ppen och sammanhingande
mingd. Tangentkurvintegralen [, F'-d7 sigs vara oberoende av vigeni D om |, o, Fdr =
f Cs F - dr f6r varje par av kurvor C'1, Co i D som har samma start- och slutpunkter.

(Konservativt félt medfér oberoende av vdgen) Antagatt vektorfiltet F'
ir konservativt med potential ¢ i en &ppen och sammanhingande mingd D. LitC': r =
r(t),t € [a,b] varaenkurvai D. Da giller

/C F-dr = (r(b)) — 6(r(a)) (5.73)

Detta innebir att integralen f c F - dr ir oberoende av vigen i D.
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Obs att detta 4r en motsvarighet till analysens fundamentalsats (sats 1.5 i del IT):

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a) (5.74)
dir potentialen ¢ spelar rollen av primitiv funktion till F'.

Bevis. Viantar att F' ir konservativt i D, dvs att F' = V¢ f6r nigon potential ¢. Tag en kurva C'i
D. Di tir vi med hjilp av kedjeregeln och analysens fundamentalsats (sats 1.5 i del II):

/F dr—/ F(r t)dt = /w '(t) dt (5.75)

[ Loy [¢<< N = or®) -~ or@) (670

a a

Vi ser att integralen beror endast pa potentialens virden i kurvans start- och slutpunkter. Den ir
alltsa oberoende av vigen. O

Foljande sats siger att konservativa filt ir de enda filt vars integral 4r oberoende av vigen.

(Oberoende av vdgen) Antag att vektorfiltet F' ir kontinuerligt i en ppen
och sammanhingande mingd D. D4 ir foljande pastienden ekvivalenta.
(a) F ir konservativti D.
(b) fC F - dr = 0 for varje sluten kurva C'i D.
(c) fC F - dr ir oberoende av vigen i D.

Bevis. Vihar redan visat endast att (a) medfor (c) i sats 5.1. Vi utelimnar resten av beviset. O

5.3 Ytor

Definition 5.6 (Yta pd parameterform) En yta S ir en punktmingd i rummet som
kan parametriseras med en kontinuerlig funktion r: R? — R3:

S:r=r(u,v), (u,v)€D (5.77)

detvill siga, med r = (z,y, 2),

x = z(u,v),
S: Cy=y(u,v), (u,v)e€D (5.78)
z = z(u,v),

dir D C R2. Variablerna u, v kallas parametrar. Vi antar vidare att 7 dr deriverbar med
kontinuerlig derivata.
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Den enklaste (och ddrmed viktigaste) ytan ir planet.

Exempel 5.10 (Planet) Ett plan bestims av en punkt i planet och tva vektorer som dr
parallella med planet. Lit punkten vara Py med ortsvektorn 7o och vektorerna vara @ och
b. Vektorerna fir inte vara kolinjira, dvs kryssprodukten maste vara skild frin O:

N=axb#0 (5.79)

I sd fall ges koordinaterna f6r en allmin punkt i planet av 7g plus en linjir kombination av
vektorerna a, b:

r =719 +ua+uvb, (u,v)€R? (5.80)

Detta ir planets ekvation pa parameterform. Vektorn /N ir en normalvektor till planet.

Exempel 5.11 (Graf) Engrafz = f(x,y), (x,y) € D, kan parametriseras med u = z,

v=1y:
r =u,
S: Qy=w, (u,v) € D (5.81)
z = f(u,v),

Exempel 5.12 (Sfar) Ensfir 22 + y? + 22 = R?, kan parametriseras med sfiriska
koordinater (p, ¢, 0). Vihar p = R och viljer u = ¢, v = 6:

x = Rsin(u) cos(v),
S:  y= Rsin(u)sin(v), (u,v) € D =10,7] x [0, 27] (5.82)
z = Rcos(u)

Exempel 5.13 (Tangentplan) Lit S: r = r(u,v), (u,v) € D varaen yta och tag en
punkt (ug,v9) € D.Genom att variera en parameter it gingen fir vi tvd koordinatkurvor
péd ytan genom punkten o = r(ug, vo):

r=r(u,v9), u€l (5.83)
r=r(ug,v), vEl (5.84)

for nagraintervall 11, 5. Kurvornas tangentvektorer far vi genom att derivera med avseende
pa respektive parameter:

0 0
37,2(“071}0)7 872(“0’ ) (5.85)

Dessa vektorer spinner upp ett plan om de inte ir kolinjira. Det kan man testa med kryss-
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produkten:

19} 19}
N = 50 (o, v0) X (o, vo) (5.86)

Om N # 0, sa spinner tangenterna upp ett plan med IN som normalvektor. Detta plan
kallas tangentplanet till S'i punkten 7. Dess ekvation pa parameterform ir

or or
=170+ u%(uo,vo) + v%(u(), v), (u,v) € R2 (5.87)

Man kan ocksi hirleda detta genom att linjirisera parametriseringen (5.77) i punkten
(uo, vo). Linjiriseringen ir

U—u
L (14,00) (1, v) = 70 + 7" (10, v0) [U _ v[())] , (u,v) e R? (5.88)
Jacobi-matrisen har de partiella derivatorna som kolonner:
7' (uo,v0) = [9=(uo,v0) 9% (uo, vo)] (5.89)
sd att (5.88) beskriver ett plan
P =10+ (0 10) o (g, v0) + (0~ o) o (i, v0), (w0) €BE (5.90)

Detta dr samma plan som i (5.87); vi har endast en forskjutning av parametrarna.
Eftersom N # 0 kan vi normera och bilda enbetsnormalvektorn:
- N

N = T (5.91)

5.4 Ytintegraler

Lit S vara en yta pi parameterform som i (5.77). Vi vill berdkna dess area. Vi resononerar som f6r
kurvintegral i avsnitt 5.2. Vi bildar en partition i u, v-planet med punkter (u;, v;) och steglingder
Au;, Avj. Punkten (u;—1, vj—1) dr horn i en delrektangel som spinns upp av vektorerna Au;e,,
och Av;e, med arean Au; Av;. Dessa vektorer avbildas pi vektorerna

or

ATZ‘ = ’l“(ui, Ujfl) — r(ui,l, Ujfl) [ %(uifl, vjfl)Aui (5.92)
or

A?"j = r(ui_l,vj) — r(ui_l,vj_l) ~ —(ui_l,vj_l)Avj (5.93)

ov
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dir vi anvint approximation med linjirisering, se (5.39) och (5.88). Arean som spinns upp av dessa
ges av normen av kryssprodukten

or or
||AT¢ X ATjH ~ Hf ui_l,vj_l)Aui X %(ui_l,vj_l)Aij (5.94)
or
= H uz 1,Vj— 1 X —(u,-_l,vj_l)HAuiAvj (5.95)

ov

eftersom Awu; > 0, Av; > 0. Ytans area approximeras av dubbelsumman
(97“
E § H (Ui—1,vj-1) (Uiflavjfl)HAuiA'Uj (5.96)
01}
Detta ir en Riemann-summa som konvergerar mot integralen

A= ﬂH (u v Hdudv (5.97)

vilket dr arean for ytan. Detta motiverar inférandet av areaclementet for ytan:

ds = Hgg(u,v) X or

9 (u, U)H dudv (5.98)

sd att (5.97) kan skrivas A = [ dS.
Definition 5.7 (Ytintegral) Lit
S:r=r(u,v), (u,v)€D (5.99)

vara en yta med kontinuerligt deriverbar parametrisering och f: S — R en kontinuerlig
funktion. Arealementet pa S dr

- H%(u, v) X Z—Z(U,U)H dudv (5.100)

och integralen av f 6ver S definieras som
jfde fff r(u,v) H@u u,v) (u v Hdudv (5.101)

Speciellt har vi att ytans area ges av

A= H ds = HH (u, v Hdudv (5.102)

Notera att integralen tecknas HS f dS och beriknas som en dubbellintegral HD ... dudv
efter att man har gjort en parametrisering av ytan. Man kan visa att definitionen i (5.101) 4r korreke
i den meningen att integralen inte beror pa valet av parametrisering. Beviset bygger pa variabelsub-
stitution i dubbelintegral.
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Exempel 5.14 (Graf) Engrafz = f(z,y), (z,y) € D, kan parametriseras med u = z,

v=y:
T =u,
S: Sy=w, (u,v) € D (5.103)
z = f(u7 'l)),
Vi beriknar tangentvektorerna
or or
T = e (1,0, f1(u,v)), 7, = 90— (0,1, f5(u,v)) (5.104)
och en normalvektor
e; €y e,
N=ryxr,=1 0 fi(u,v)|=(=fi(u,v), = f3(u,v),1) (5.105)
0 1 fy(u,v)
Areaclementet ir
dS = |7, x rl||dudv = \/1 + f1(u,v)? + fi(u,v)? dudv (5.106)
I de ursprungliga variablerna blir detta
ds = \/1 + f(2,y)? + [ (2, y)? dz dy (5.107)

Definition 5.8 (Orienterbar yta) En yta .S kallas orienterbar om det finns ett normal-
vektorfilt IN som varierar kontinuerligt 6ver S. Genom att vilja ett sidant normalvektorfilt
ger vi ytan en orientering och vi har da en orienterad yta.

Att vilja en orientering av en yta innebir att man bestimmer vilken sida av ytan som dr “upp”
eller “ned” (“in” eller “ut”). Att ha en orientering 4r nédvindigt dd man ska tala om flode genom
ytan.

Mébius band ir ett exempel pa en yta som inte 4r orienterbar: om man bérjar pa ena sidan och
r6r sig pd bandet ett varv sa kommer man tillbaka pa den andra sidan. Man kan inte siga vad som
ir upp eller ned.

Om vi har en orienterad yta S med ett valt normalvektorfilt IV si kan vi bilda flédesintegralen
av ett vektorfilt F':

j j F.NdS (5.108)
S

didr vianvint enhetsnormalvektorn IV Detta innebir att vi integrar normalkomponenten F'- N =
| F|| cos(@) av F', dir 0 ir vinkeln mellan N och F'.
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Om vi anvinder kurvans parametrisering si fir vi

/ /
T, X T,

N =4(r, xrl), N=+ (5.109)

[l > 7

dir valet av tecken innebir att vi viljer en orientering. Flodesintegralen i (5.108) motiverar att vi
infér normalytelementet:

/ /
T, X Ty,

dS = NdS =+ vl x 7l || dudv = &(7], x r}) dudv (5.110)

[ > 7

Definition 5.9 (Normalytintegral) Lit
S:r=r(u,v), (u,v)€D (5.111)

vara en orienterad yta med kontinuerligt deriverbar parametrisering och F': C' — R3 ett
kontinuerligt vektorfilt. Normalytelementet pa S dr

dS = NdS = +(v!, x ') dudv (5.112)

dir valet av tecken beror pa valet av orientering. Normalytintegralen av F" 6ver S definieras
som

ij dS = fJF -NdS = j:ff F(r(u,v)) - (r], x rl)dudv (5.113)
S S D

Integralen kallas ocksd flodesintegral och storheten F* - N kallas di flodestithet.

Exempel 5.15 (Vatskeflode) Litv [m/s] varahastighetsfiltet i en strommande vitska
och lit S vara en orienterad yta. Volymsflodet genom ytan blir da

H v-NdS [m®/s] (5.114)
S

Om vitskan har densiteten d [kg/m?] si blir massflodet genom ytan

J] dv-NdS [kg/s] (5.115)
S

Exempel 5.16 (Integrera pa sfaren) Ensfir 2% + y? + 22 = R?, kan parametriseras
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med sfiriska koordinater (p, ¢, 0). Vihar p = R och viljer ¢, § som parametrar:
x = Rsin(¢) cos(),
S: <y = Rsin(¢)sin(d), (¢,0) € D =1[0,7n] x [0, 2] (5.116)
z = Rcos(9)
Vi berdknar tangenterna
= (R cos(¢) cos(8), R cos(¢) sin(f), —Rsin(¢)) (5.117)
ry = (— Rsin(¢) sin(8), Rsin(¢) cos(6),0) (5.118)
En normalvektor
e ey e,
Ty, X 19 = | Rcos(¢) cos(d) Rcos(¢)sin(f) —Rsin(¢)) (5.119)
—Rsin(¢)sin(f) Rsin(¢) cos(6) 0
€, €y €z
= R%sin(¢) |cos(¢) cos(8) cos(¢)sin(f) —Rsin(e)) (5.120)
— sin(6) cos(f) 0

= R%sin(¢) (sin(¢) cos(8), sin(¢) sin(6), cos(4)) = R*sin(¢)F  (5.121)

dir vi observerade att
T r

(sin(¢) cos(8), sin(¢) sin(6), cos(¢)) = B= el =7 (5.122)
ir den normerade ortsvektorn pa stiren. Vektorn pekar alltsd rake ut frin origo. Vi fir
7 x mhl| = R*sin(¢), N =+¢ (5.123)
De tva ytelementen dr
dS = R?sin(¢) d¢ db (5.124)
dS = N dS = +7#R?%sin(¢) dg db (5.125)
Sfirens area ir
A= [[ds = [[ R?sin(¢)do db = {Fubini} (5.126)
S D
= R? /0 i sin(¢) dop 0% df = 47 R? (5.127)

Flodet av vektorfiltet F'(r) = 7 /|| || i rikening ut genom sfiren

[[F-Nas=|[ W : ( + ﬁ) R sin($) ddf = {viilj plus for utﬂéde} (5.128)
D

S
=] " Rsin(¢) dp df — {[ sin(#) dp do = 4x (5.129)
W Tl )
r-T R 1 . A o R .
ty e = = P S. Obs att flodet inte beror pa sfirens radie. Vi ska fortsitta

diskutera detta i exempel 5.19 och exempel 5.22.
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5.5 Grad, div, rot

Vi pdminner om att ett fz/¢ ir en funktion av rumskoordinaterna (z, y, ). Det kan vara ett skalirt

Filt f: R® — Reller vektorfilt F: R — R3.

Definition 5.10 (Gradient, divergens, rotation) Nabla-operatorn ir

0 0 0
= Ze,+—e,+ —e, 1
v 32 E +8yey+8ze (5.130)
Nabla ir en deriveringsoperator som verkar pa deriverbara filt. Vi kan bilda gradienten av
ett skalirt filt:
0 0 0
grad f = Vf = (—em + ey + —ez)f
G Oy Gz (5.131)
= 8—fe + a—fe + 8—fe
I A )
Vi kan bilda divergensen och rotationen av ett vektorfilt:
divF =V -F
0 0 0
= (%ex + a—yey + &ez) . (erx + Fyey + erz> (5.132)
__OF, n OF, i OF,
- Oz y 0z
rot F =V x F
0 0 0
= (%em + 6—yey + aez) X (erx + Fyey + erz) (5.133)
__(OF, OF, oF, OF, 0F, OF;
_(8y 0z )ex <8z 833)69 (8x dy )ez

Observera att V f och V x F' ir vektorfilt medan V - F' ir ett skalirt file. Rotationen skrivs
oftasom curl F' = V x F i engelsksprikig litteratur.

Exempel 5.17 (Stelkroppsrotation) Hastighetsfiltet i en stel kropp som roterar kring
z-axeln med vinkelhastigheten w [1/s] (radianer per sekund) ir

v(7,y,2) =w (~y,2,0) [m/s] (5.134)
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Vi fir
V-v(z,y,2) = g(—w )+ 2(wc) =0 [1/s] (5.135)
7y7 - 81’ y 8y - .
€ € €,
-l 9 of_

Vxov(z,y,2)=| 5 o5 o|=2we [1/s] (5.136)

—wy wzx 0

Denna rérelse har ingen divergens, endast rotation.

Exempel 5.18 (Ren divergens) Med F'(r) =rfirviV - F =3,V x F = 0.Ingen
rotation, endast divergens.

Exempel 5.19 (Divergensfritt utom i origo) Vi betraktar vektorfiltet

F(r)= ” THB _ (ac,y,z)’ p= /72 + 92 + 22 (5.137)
T

P
Vi har
op 2x x
“F == 5.138
0r 2\ /x2+4y2+22 p ( )
och
0
3 _ . - 3
OF, _ ﬂ(i) _ % (5.139)
dr Oz \p3 P8
0 z?
@ = SQ:an—p p* — 3? p? — 322
_ Oz _ b _P (5.140)
p p p
P4 samma vis far vi
OF, 2 3y?
8yy =L > J (5.141)
OF. 2o 2
6;:29 p5z (5.142)
sd att
3 2 3 2 2 2
VR = 3@ o ger 20 (5.143)

=
Filtet dr divergensfritt utom i origo. Vi har redan sett i exempel 5.16 att flédet av F ut genom
stiren dr

HﬂNﬁ:M (5.144)
S

Detta virde dr oberoende av sfirens radie. Vi ska dterkomma till detta exempel senare och
tolka det som att det finns en killa till flédet i origo, se exempel 5.22.
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(Nagra rdkneregler for nabla)

(@ V(fg)=Nflg+f(Vg) (5.145)
(b) V-(fF)=Vf -F+fV-F (5.146)
() Vx(fF)=(Vf)x F+f(VxF) (5.147)
d V- (VxF)=0 (5.148)
() Vx(Vf)=0 (5.149)

Bevis. Dessa formler bevisas genom att man skriver pd komponentform och anvinder redan kinda
rikneregler for derivator. Vilimnar det till lisaren i problem 5.5. O]

Reglerna i (a)—(c) ér varianter av produktregeln for derivata. Det finns naturligtvis fler sitt att
kombinera nabla med skalira filt och vektorfilt, tex V - (F' x G), vilket leder till fler rikneregler.
Dessa ir ganska komplicerade och av mindre intresse.

Vi noterar att om F ir konservativt, dvs F' = V¢ i D, sa ger (5.149) att

VxF=VxV¢=0 iD (5.150)

dvs ett konserativt filt dr rotationsfritt. Detta ir ett nédvindigt villkor for att ett filt ska vara kon-
servativt, dvs att ekvationen V¢ = F' ska ha nigon 16sning ¢. I nista sats ska vi se att det 4r dven
ett tillrickligt villkor om vi ligger ett starkare krav pi omridet D.

Definition 5.11 (Enkelt sammanhdngande méngd) En 6ppen mingd D C R”,
n = 2, 3, kallas enkelt sammanhingande om den 4r sammanhingande och om varje sluten
kurva C'i D inte omsluter nagra punkter som inte tillhér D.

Enkelt sammanhingande innebir att midngden inte har nigra genomgéende hal. I planet ir till
exempel en cirkelskiva enkelt sasmmanhingande, men en hilskiva

{(z,y) e R?: 0 < 2? + 9% < b?} (5.151)
ar inte enkelt sammanhingande. I rummet R3 ir halklotet
{(z,y,2) €ER?: 0 < 2 + 4y + 22 < b?} (5.152)
enkelt sammanhingande, men det genomborrade klotet
{(z,y,2) eR?: 22+ + 22 <120 <w2+y2} (5.153)

ar ¢j enkelt enkelt sammanhingande. Hélen i en mingd D ir typiskt punkter dir ett givet filt F°
inte 4r deriverbart.
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(Tillackligt villkor for potential) Antagatt V X F' = 0iettenkelt samman-
hingande omride D. D4 idr F' konservativt i D, dvs det finns ett deriverbart filt ¢ sidant
att F =VoiD.

Vi utelimnar beviset.
Satsen ger ett villkor for att systemet av differentialekvationer

¢y=F, iD (5.154)
(f)lz =F,

ska vara l6sbart. T exempel 5.9 sig vi att tyngdkraftfiltet ir konservativt i R3. Hir ir ett annat enkelt
exempel.

Exempel 5.20 (Konservativt falt) Vitar F(r) = riR3. Difirvi V x F' = 0 och
sats 5.4 garanterar att det finns en potential. Viloser (5.154):

<75;;:1‘ ¢(l‘,y,2): %.%'Q—Ff(y,Z)
Py=y =< o(x,y,2)=3y>+9(x,2) (5.155)
¢, =z ¢(z,y,2) = 32° + h(z,y)

y2+22)+C,g(x, 2) = 3(z®+2%)+C, h(z,y) = 3(z?+y?)+C,

Viviljer f(y, z) = %
(22 +y*+22)+C =%|r|?+C.

och fir ¢(z,y,2) =

=

5.6 Gauss divergenssats

Innan vi formulerar divergenssatsen introducerar vi en beteckning. Kom ihdg att en kurva kallas
slit (eller glatt) om det finns en tangent i varje punkt pd kurvan.

Definition 5.12 (SIat yta) Enyta S kallas s/ir (eller glatt) om det finns ett kontinuerligt
varierande enhetsnormalvektorfilt i varje punkt pd ytan. Med andra ord: det ska finnas en
parametrisering sa att

/ /
- Ty, X Ty,

N (5.156)

Tl <l

existerar (dvs 7}, x 7], # 0). Man kan d vilja en orientering av ytan. Ytan ir en styckvis
sldt orienterad yta om den ir hopskarvad av slita orienterade ytor si att orienteringarna frin
bida sidorna om skarven stimmer Gverens.

Obs at IN behover inte vara definierad pa skarven mellan ytorna.



136 5.6. Gauss divergenssats

(Gauss divergenssats i rummet) Antagatt D iren begrinsad mingd i rum-
R3 di kvis slit ori d yta S med utitrik h lvektorfil
met R vars rand ir en styckvis slit orienterad yta S med utdtriktat enhetsnormalvektorfilt
N.Om F ir ett vektorfilt med kontinuerlig derivata i D, si giller

va-FdV:HN-FdS (5.157)
D S

Gauss sats dr en 3-D version av analysens fundamentalsats (sats 1.5 i del II):

b b
/a pfdr=[f]" = 10) - (@) (5.158)

Beviset bygger pa fundamentalsatsen, men ir ganska invecklat. Vi utelimnar det.

Notera likheten mellan (5.157) och (5.158): en derivata “integreras upp” och sedan summerar
(integrerar) man den utatriktade normalkomponenten av funktionen pi randen av integrations-
omradet. P4 randen av [a,b] har vi N = e, vidz = boch N = —e, vid z = a, vilket ger
upphov till tecknet framfor f(a) respektive f(b). En minnesregel for att komma ihdg (5.157) dr ace
V i vinsterledet blir NV i hogerledet.

Gauss sats relaterar divergensen V- F'i D till utflodet [ N - F dS genom S. Man kan tinka

pa V - F som en killtithet i D och pi N - F' som en flidestiither pi S.

Exempel 5.21 (Vatskefléde) Viatervinder till exempel 5.15. Lat v [m/s] vara hastig-
hetsfiltet i en strommande vitska och lit S vara randen till ett omride D som i sats S.5.
Satsen siger

va wdV = HU "NdS [m®/s] (5.159)
D s

Killtitheten ir V- v [1/s] och flédestitheten v - N [m/s]. For massflodet harvi F' = dv
[kg/ (m?s)] och

Hf V. (dv)dV = H dv-NdS [kg/s] (5.160)
D s

Killtitheten dr V - (dv) [kg/ (m®s)] och fiddestitheten dv - N [kg/ (m®s)]. I nista
kapitel ska vi studera virmeflode pa liknande sitt.

Exempel 5.22 (Punktkalla i origo) Vi itervinder till exempel 5.19. Vi betraktar vek-
torfiltet

T (2,9,2)
F(r) = T = 7 p=Vx?+y?+ 22 (5.161)

P

Visigatt V - F' = 0 utom i origo. I exempel 5.16 sig vi att utflédet av F' genom sfiren Sg
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med radie R ir oberoende av R:

HF "N dS = 4r (5.162)
SR

Sfiren Sp ir randen till klotet Bg = {||r|| < R} men vi kan inte tillimpa Gauss sats pd
Bp, for F ir inte deriverbar i origo. D4 tar vi bort ett litet klot B¢ (med radie ¢ < R) och
bildar hilklotet D, g = {€ < ||7|| < R} varsrand dr S¢ g = Se U Sg. Gauss sats ger nu

[[[v-Fav=[[N-Fas= [[N -Fds+ [[N-Fds  (5163)
b Se,r Se Sk

Hirir N = # pi Sp och N = —# pa S, (utit frin D, g), sd att

HN-Fdsz—HN-FdS:—zm (5.164)
Se SR

Dirfor dr bada sidorna i (5.163) lika med 0, dvs ingen killthet i D, g och inget nettoflode
ut ur omridet. Flédet 47 ut genom Sk maste da komma fran en killa i origo, en punktkilla
med styrkan 4.

Exempel 5.23 Vi beriknar flodet av vektorfiltet F' = ze, + ye, + ze. genom den
del avytan z = 22 + y? som ligger under planet z = 4. Ytan orienteras med uppitriktade
normalvektorer.

Vihar V - F' = 3. Vikan inte anvinda Gauss sats direkt f6r ytan S 4r inte sluten. Vi sluter
den genom att ligga till locket S1 vid 2 = 4. Dadr S U 57 randen till ett omride D. Vi
observerar att pa S ir vir uppatriktade IV indtriktad, s att den utatriktade normalvektorn
ir —N. Divergenssatsen ger:

[[F-Nds+ [[F-(-N)ds = [[[V-FdV (5.165)
S1 S D

2 4 vz
= ﬂjzzdv = 3/ / / rdrdzdf = 24 (5.166)
D 0 0 0

PiSyharviN = e, siatt F- N = Fy(x,y,2) = 2 = 4. Alltsi:

|| F- N dS = aarea(S1) = 4- 4 = 16m (5.167)
S1

och slutligen

| F-Nds =167 — 247 = —8r (5.168)
S
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Gauss sats giller ocks for vektorfilt i planet, dvs F'(z,y) = Fy(x,y)e, + Fy(z,y)e,. Enda
skillnaden blir att vi byter trippelintegralen mot en dubbelintegral och ytintegralen mot en kurvin-
tegral.

(Gauss divergenssats i planet) Antagatt [ ir en begrinsad mingd i planet
R? vars rand ir en styckvis slit kurva C' med utitriktat enhetsnormalvektorfilt IN. Om F'
ar ett vektorfilt med kontinuerlig derivata i D, si giller

[[fv-Fda=[[N-Fds (5.169)
D S

En styckvis slit kurva har enhetstangent T" utom i skarvarna. Vi viljer en enhetsnormal IN som
ar ortogonal mot T" och riktad utit frin D.
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5.7 Ovningar
5.1 Kurvor
Ovning 5.1 Bestim tangentlinjen pd parameterform till C' i punkten P.
x = 2cos(t),
() C: < y=sin(t), teR;, Py=(0,1,7/2)
z =1,
z=(1+1%),
b)C: Sy=texp(—t), teR; PFy=(1,0,0)
z = sin(2t),

(C:y=22 xR Py=(39)
(d) C: 7 = cos(3t)e, +sin(4t)e, + t2e,; Py = (—1,0,7%)

5.2 Kurvintegraler

Ovning 5.2 Beriknalingdenav C.

x = acos(t), x =2t
(a)C: < y=asin(t), tel0,2n](b)C: { y=-¢, t € [0,1]
z = bt, z=¢ ",

() C:r=(1,12,t3), te]0,1]

Ovning 5.3 Berikna fcfds.

(a) f(z,y, 2) = 2 + 2%y, C ir 6vre halvan av enhetscirkeln

(b) f(z,y, 2) = x, C drritalinjen frin (2,0, 0) dll (3,4, 5)

(c) f(z,y,2) = 2x,C = Cy U Cy dir Cy ir den del av parabeln y = 22 som gir frin
(0,0) dll (1 1) och Cy ir den rita linjen frin (1, 1) dll (1, 2)

Ovning 5.4 Berikna [, F - dr.
(a) F(z,y,2) = (22, —zy,0), C kvartscirkel med radie 1 frin (1,0, 0) ¢ill (0, 1, 0)
(b) F(l’, Y, Z) = (l‘y, Yz, Z.%'), C:r= (tv t27 t3)9 te [07 1]

Ovning 5.5 Berikna integralen/ r - dr dir C ir kurvan r = (3 cos(t), 3sin(t), ),
C
€ [1,5].

5.3 Ytor
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Ovning 5.6 Bestim tangentplanet till S' i punkten Pp. Svara med planets ekvation pd
standardform: Az + By + Cz = D.

(a) S: r = (u?,v%,u+ 2v), Py = (1,1,3)

(b) S: 7 = u’e, + 2usin(v)e, + ucos(v)e,, (ug, vo) = (1,0)

5.4 Ytintegraler

Ovning 5.7 Beriknaarean av S.

(a) S dr den del av paraboloiden 2 = 2% + y? som ligger under planet z = 9.

(b) Sdr den del av planet 3z + 2y + 2 = 6 som ligger i forsta oktanten.

(c) S ir den del av planet = + 2y + 32 = 1 som ligger innanfér cylindern 2 + y? = 3.
(d) S dr den del av ytan z = xy som ligger innanfor cylindern 2 + y* = 1.

Ovning 5.8 Berikna [[y F' - dS dir F(z,y,2) = (2,y, %) och S ir enhetssfiren 22 +
y? + 22 = 1 med utitriktad orientering.

Ovning 5.9 Berikna [, F' - dS dir F(x,y,2) = (y,, z) och S ir randen till omré-
det som begrinsas av paraboloiden z = 1 — 22 — y? och planet z = 0 med utitriktad
orientering.

Ovning 5.10 Berikna flodet av vektorfiltet F(z,y,2) = ze, + ye, + 2%e, ut ur
omridet D = {(z,y,2) : 22 + 4?2 < 2, 0< 2 < 1}.

5.5 Grad, div, rot

Ovning 5.11

5.6 Gauss divergenssats

Ovning 5.12 Berikna flodet i vning 5.10 med hjilp av divergenssatsen.

Ovning 5.13 Berikna flédetav vektorfiltet F' = (23,93, 2) uturklotet w2 +y2 422 < 1
med hjilp av Gauss divergenssats.

5.8 Problem

5.1 Kurvor
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) d r(t) - r'(t)
Problem 5.1 Visaatt —||7(t)|| = —————~ om7/(t) # 0.
Glrl = S o)

5.2 Kurvintegraler

Problem 5.2 En trid i form av halvcirkeln 22 + y? = R? y > 0, med radie R [m] ir
belagd med massa med densitet som varierar enligt 6 (z, y, z) = k(1 —y/R) dir k [kg/m]
ir konstant. Bestim dess masscentrum.

Problem 5.3 (Konservering av energi) En partikel med massan m rér sig lings kurvan
C:r =17r(t),t € [a,b], i kraftfiltet F'. Newtons andra lag siger att kraften ir lika med
massan ginger accelerationen, dvs

F(r(t)) = mr"(t) (5.170)

Visa att arbetet som utrittas ir
W= [ Fedr = gmo®) - gmlp(@)? (5.171)
Kvantiteten K (v(t)) = 2ml/v(t)||? kallas kinetisk energi (rorelseenergi). Andringen i

kinetisk energi 4r alltsd lika med arbetet som utrittas av kraften.
Om kraften ir konservativ, dvs F' = V@, sair W = ¢(r (b)) — ¢(r(a)) = —P(r (b)) +
P(r(a)),dir P = —¢ ir den potentiella energin, se sats 5.1. Visa att detta leder till

K(v(b)) + P(r(b)) = K(v(a)) + P(r(a)) (5.172)

dvs den totala energin E(t) = K (v(t)) + P(r(t)) ir konstant.

5.3 Yeor
5.4 Ytintegraler

Problem 5.4 Berikna jj 2 dS dir S dr ytan vars sida Sy dr cylindern 2?2 +y? = 1, vars

S
botten S5 ir cirkelskivan 22 + y? < 1i planet z = 0, och vars lock S3 dr den del av planet

2z = 1 + x som ligger ovanfér So. Med andra ord: ytan ir randen till den del av cylindern
22 + y? < 1 som begrinsas av planen z = 1 + z och z = 0.

5.5 Grad, div, rot

Problem 5.5 BevisasatsS.3.

5.6 Gauss dz'vergemmtx

Problem 5.6
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Vivi borjar med att hérleda en formel for partiell integration i flera variabler. Sedan hérleder
v viirmeledningsekvationen frin tvd principer: en konserveringslag (konservering av energs)
och en konstitutiv lag (Fouriers lag for virmeledning). Vi héirleder dven randvillkor och fir
dd ett randvérdesproblem. Detta omformuleras med hjilp av partiell integration till en svag
form, vilken dr grunden for birledningen av finita elementmetoden.

6.1 Partiell integration

Kom ihdg att finita elementmetoden bygger pa den svaga formuleringen av randvérdesproblemet
och att den svaga formuleringen bygger pa partiell integration. Partiell integration bygger i sin tur
pi en kombination av analysens fundamentalsats och produktderiveringsregeln.

Analysens fundamentalsats (sats 1.5 i del II): siger att

b

/a ’ Du(z) dz = {u(w)} — u(b) — ula).

a

b
Obs att insittningstermen [u(:r)} = u(b) — u(a) har plustecken i intervallets hégra randpunke
b och minustecken i den vinstra randpunkten a. Tecknet kommer frin den utdtriktade enbetsnor-
malen (figur 6.1):

N=—e,vidz=a, N=e,vidz=> (6.1)

Produktderiveringsregeln siger att

D(uv) = Duv + uDwv (6.2)

143
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Figur 6.1: Utatriktade enhetsnormaler.

Tillsamman med fundamentalsatsen ger detta

b b b b
[uv} :/ D(uv)dx:/ Duvda:—i—/ uDvdz (6.3)

a

dvs partiell integration

b b b
/Duvdx: [uv] —/ u Dv dx (6.4)

Obs hur derivatan D flyttar 6ver frin w till v och att insittningstermen inte innehéller nigon deri-
vata.

Vibehdover en flervariabelversion av detta. Det finns flera motsvarigheter till fundamentalsatsen
och produktderivering, se sats 5.1, sats 5.5 och sats 5.3. Vi viljer foljande.

Fundamentalsats: Gauss divergenssats, sats 5.5,

fng-FdV:ng-FdS. (6.5)

Hir ir D ett begrinsat omride vars rand S = 0D ir en styckvis slit, orienterad yta med utdtriktat
enhetsnormalvektorfilt IN.

Satsen relaterar integralen av divergensen V - F' av vektorfiltet F' i D till det utflsdet av F°
genom randen S. Flddesintegralen [[¢ N -FdS = JIg F - N dS motsvarar insittningstermen

b A
[u(az)} i den vanliga fundamentalsatsen. Obs att vektorn V i vinsterledet ersitts av vektorn IN i
a

hégerledet.
Produktderivering: Formel (b) i sats 5.3,

V.- (¢F)=V¢-F+¢V-F (6.6)

Tillsammans med divergenssatsen ger detta

JJ - poss = [[N-(or)ds = [[[ - (0r)d (67)
‘fﬂv F¢>dV+ﬂfF Vodv 638)
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dvs partiell integration

IH(V -F)¢pdV = H(N -F)$dS — IIIF - VdV (6.9)
D S D

Obs hur nabla-operatorn V flyttar 6ver fran F' till ¢ och att flddesintegralen inte innehiller nigon
derivata. Vektorn V ersitts av IN i flodesintegralen.

6.2 Harledning av varmeledningsekvationen

Vi ska hirleda virmeledningsekvationen. Hirledningen bygger pa en konserveringslag, som uttryc-
ker att en viss kvantitet bevaras, samt en konstitutiv lag, som beskriver materialets egenskaper.

Vi studerar stationir (tidsoberoende) virmeledning i en kropp D i rummet med begrinsnings-
ytan S. Vi infor foljande beteckningar:

u(x,y,2) temperaturen [K] ipunkten (z,y, ) [m] (6.10)
F(z,y,z) virmeflsdestithet (vektorfilt) [J/(m%s)] (6.11)
a(x,y,z) virmeledningskoefficient [J/(mKs)] (6.12)
f(z,y,z) killtithet for inre virmekillor  [J/ (m®s)] (6.13)
ua(z,y,%) omgivningens temperatur (“ambient temperature”)  [K] (6.14)
k(xz,y,z) virmedverforingskoefficient for det isolerande ytskiktet  [J/ (m*sK)]  (6.15)
g(x,y,z) flodestithet for virmekillor pdytan  [J/ (m’s)] (6.16)

Konserveringslag: energiprincipen. Vi betraktar virmebalansen i en godtycklig delvolym D
med begrinsningsytan Sp. Nettoflodet av virme ut genom Sy ir HSO F-NdS [J/s].Hirir N
den utdtriktade enhetsnormalen till ytan Sp, se figur 6.2. Energiprincipen siger att virmeflodet ut

genom Sy ir lika med virmeproduktionen per tidsenhet inuti Dy, dvs HIDO fdV [J/s]. Alltsa
H F-NdS = Hf Fdv (6.17)
So Dg
Vi tillimpar nu divergenssatsen (6.5) pa vektorfiltet F':
ﬂF-NdS:HfVFdV (6.18)
So DO

vilket leder till

[[J(v-F-r)dv=0 (6.19)

Eftersom Do C D ir godtycklig, si miste integranden vara identiskt lika med noll, V- F' — f = 0,
dvs
V-F=f iD (6.20)
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Figur 6.2: Kropp D med godtycklig delvolym D.

Hir har vi anvint att en kontinuerlig funktion v som uppfyller att IHDO vdV = 0fdralla Dy C
D, miste vara identiskt noll, dvs v = 0i D. Férom v(P) # 0, till exempel om v(P) > 0, s miste
v > 0 dven i en omgivning av P. Vilj da Dy att vara denna omgivning, si fis HfDO vdV > 0,
vilket strider mot antagandet att IHDO vdV = 0f6ralla Dy.

Konstitutiv lag: Fouriers lag. Denna lag siger att virmeflddestitheten dr proportionell mot
temperaturgradienten och att virme strémmar fran varme till kallt. Dirf6r blir flodestitheten

F = —aVu = —agradu (6.21)
Om vi sitter in detta i (6.20) fir vi
—V-(aVu)=f iD (6.22)

Detta ir virmeledningsekvationen.

Ekvation (6.22) maste kombineras med ett randvillkor, som uttrycker att virmeflodet genom
randen ir proportionellt mot temperaturdifferensen, plus eventuellt bidrag fran virmekillor pa
randen. Virmeflodestitheten ut genom randen blir da

F-N=k(u—up)—g piS (6.23)

ddr u dr temperaturen pd insidan av randytan, u, 4r omgivningens temperatur (“ambient tempe-
rature”), k ir virmedverforingskoefficienten for det isolerande ytskiktet, och g ir titheten for ett
foreskrivet infléde. Enligt Fouriers lag (6.21) har vi

F.-N=—-aVu-N = —aDgu paS (6.24)
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dir Dgu = IN - Vu betecknar normalderivatan av u, dvs riktningsderivatan i normalriktningen
N . Dirfér blir randvillkoret

aDgu+k(u—up) =g pas (Robins randvillkor) (6.25)
Grinsfallet k = 0 svarar mot att begrinsningsytan ir perfekt isolerad:
aDgu=g paS (Neumanns randvillkor) (6.26)
och, om dven g = 0,
Dgu=0 pasS (Neumanns randvillkor) (6.27)

Om vi 4 andra sidan dividerar med k i (6.25),

LoD ut (u—up) = = (628)
ka NU+ (u—up —kg .
och sedan later k — oo, fir vi
u=wup pas (Dirichlets randvillkor) (6.29)

Grinsfallet £ = 0o betyder allts att begrinsningsytan ir helt oisolerad, dvs virme kan obehindrat
stromma genom ytan och kroppens yttemperatur blir dd lika med omgivningens temperatur.
Vi har nu ett randvérdesproblem: Finn u = u(z, y, z) sidan att

{—v-(avu)zf iD

6.30
aDgu+k(u—upy) =g  piS (6:30)

Andra beteckningar. I andra bocker betecknas den utétriktade enhetsnormalen 72 eller n och
normalderivatan skrivs %

6.3 Poissons ekvation

Om a ir konstant fir vi
-V - (aVu) = —aV - Vu = —aAu (6.31)
dir
0*u  0*u  O%u

Au=V- =—4+—+ = 32
u=V- -Vu 92 + 312 + 9.2 (6.32)

ar Laplace-operatorn. Virmeledningsekvationen blir di (med a = 1)
“Au=f iD (6.33)

vilken kallas Pozssons ekvation. Om f = O fir vi Laplaces ekvation:

~Au=0 iD (6.34)
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6.4 Svag formulering

Definition 6.1 (Randvardesproblem, stark form) Finnu = u(x,y, z) sidan att

{ V- (aVu)=f iD (635)

aDgu+k(u—up) =g pis

Vi hirleder en svag formulering av randvirdesproblemet. Vi multiplicerar med en testfunktion
v och integrerar partiellt, dvs vi anvinder (6.9):

H fodV = — Hj V- (aVu)vdV (6.36)
D D

- _ ff N - (aVu)vdS + fjj aVu-VodV (6.37)
S D

I flsdesintegralen anvinder vi randvillkoret:
N'(aVu):aN-Vu:aDNu:g—k(u—uA) (6.38)

Det leder till
([ rvdv =~ [[ gvds+ ([ kuvds - [[ kusvds + [[[ aVu-Vodv  (639)
D S S S D

Vi samlar termer med w i vinsterledet:

[[[ avu-vvav + [[kuvds = [[[ foav + [[(g+ kua)vdS  (6:40)
D S D S

Definition 6.2 (Randvardesproblem, svag form) Finn u = u(x,y, z) sidan att

[[[ avu-voav + ([ kuvds = [[[ fodv + [[(g+ kua)ods  (6.41)
D S D S

for alla testfunktioner v.

Dirichlets randvillkor (6.29) ir speciellt: om w = u pd en del Sy av randen S (eventuellt hela
S), sa skriver vi ut det explicit i den starka formuleringen:
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Definition 6.3 (Randvardesproblem, stark form) Finnu = u(x,y, z) sidan att

-V - (aVu)=f iD
U = uUp pi Sl (6.42)
aDgu+k(u—up)=g pa Sy

Hir dr Sy restenav S, dvs So = S\ S1. Det betyder att S = S7 U Sy delas upp i icke dverlap-
pande delar. I detta fall miste vi vilja testfunktioner v med v = 0 pi S1. Den svaga formuleringen

blir da:

Definition 6.4 (Randvardesproblem, svag form) Finnu = u(z,y, z) medu = up
pi S1 och sidan att

[[[ avu-voav + ([ kuvds = [[[ fodv + [[(g+ kua)vdS  (6.43)
D So D So

for alla testfunktioner v med v = 0 pa 5.

6.5 Finita elementmetodeni 2-D

Lit D vara ett omrade i planet och skapa ett triangulirt berikningsnit i D, figur 6.3.

Figur 6.3: Triangulirt berikningsnit i plant omride D.

Nitet bestar av
N punkter {P;}1¥,, (6.44)
M trianglar {7} }j]\il, (6.45)
L kanter (edges) {EZ}ZL:1 (6.46)
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En kontinuerlig och styckvis linjir funktion U (x,y) ir av formen U(z,y) = a + bz + cy inut
varje triangel och hopskarvad till en kontinuerlig funktion. En sidan funktion bestims entydigt av
sina nodvirden U (F;):

N
=1

Basfunktionerna {¢; } /¥ |, figur 6.4, ir kontinuerliga styckvis linjira funktioner och bestims av

1, omi=

T (6.48)
0, omi # j

pi=1
_—

¢i =0
/

<y

Figur 6.4: Basfunktion ("pyramidfunktion”).

Hur ska vi bestimma de okinda nodvirdena U; = U(P;) sdatt U(x,y) = Zf\; Uigi(z,y)
blir en approximativ 16sning till randvirdesproblemet? Vi kan inte sitta in U i den ursprungliga
formuleringen (6.35) f6r U har inte tva derivator. Istillet anvinder vi den svaga formuleringen, se
(6.41),

g aVu - VodA + /C kuv ds = g fudA + /C (g + kup)vds (6.49)

for alla testfunktioner v. Eftersom vi nu arbetar i planet har vi bytt ut volymselementet dV' =
dz dy dz mot areaelementet dA = dx dy och istillet f6r en ytintegral 6ver randen har vi en kur-
vintegral lings randkurvan C'till omradet D. Se dven Gauss divergenssats i planet, sats 5.6.

Hir sitter viin U(z,y) = Zfil Uidi(z,y) ochv = ¢;. For enkelhets skull genomfor vi
detta endast for fallec k = 0, g = 0. Vi far

N
ffaV(ZUi@) VojdA = [[ fo;d4, j=1,...N (6.50)
D =1 D

Vi bryter ut koefhicienterna U;:

N
ZUifjquﬁi-VqﬁjdA:fijﬁjdA, j=1,...,N (6.51)
=1 D D

~
=aj; =b;



Detta ir pa formen

N
ZajiUl-:bj, jZl,...,N
1=1

dvs ett linjirt ekvationssystem f6r U;. Vi skriver pd matrisform:

AU =b
med
Uy
U= :
Un
och styvhetsmatrisen (stiffness matrix)
ail oo Q1N
aNi ... QNN D
och lastvektorn (load vector)
by
b= |1, b= jf@f)jdA
bn D

Matrisen A ir

o symmetrisk: A = AT (ai; = aj),

o stor: A € RNVXN och antalet noder N ir stort (vi kan ha N = 103 eller mer),
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(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)

* gles (sparse): de flesta matriselementen a;; = 0. Vihar ju a;; # 0 endast dd motsvarande

noder P; och P; ir grannar.

PDE Toolbox. MaTLAB-programmet PDE Toolbox stiller upp och lser ekvationssystemet

AU = b, se dator6vningar.
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6.6 Problem

6.1 Randvdirdesproblem

Problem 6.1 (a) Skrivned randvirdesproblemet for virmeledningikvadraten0 < z < 1,
0 <y < 1, med virmeledningskoefhicienten 3, killtitheten 2 och omgivande temperaturen
10 pa alla sidor. Pd sidan y = 0 har vi virme6verforingskoefficienten 7 medan 6vriga sidor
har oidndligt stor virmedverforingskoefficient. Inga virmekillor pa randen.

(b) Skriv ned den svaga formen av detta randvirdesproblem.

Problem 6.2 Samma som i Problem 6.1 men med virmeledningskoefficienten 1 + zy,
inga virmekillor, omgivande temperaturen 10 6verallt, ytskiktets virmeoverforingskoeffici-
ent 0 for x = 0, och 7 f6r x = 1, och oidndligheten for y = O och y = 1.

Problem 6.3 Skrivned den svaga formuleringen av

(2)

V- (aVu)+cu=f iD
u=up  pis

—Au=0 iD
U= Up pi S1

Dru=g piSo
dir Au = V - Vuoch § = S1 U S5 (ej 6verlappande).

6.2FEM i 2-D

Problem 6.4 (a)Skrivned finita elementbasfunktionerna ¢1, ¢, 3 for ett nit som bestir
av en enda triangel 7" med hérnen Py = (0,0), 2 = (1,0), P3 = (0, 1).
(b) Berikna motsvarande styvhetsmatris a;; = [[» Vi - Vo; da dy.



Appendix A: Grekiska alfabetet

Lilla grekiska alfabetet

a 5 g 0 € ¢
alpha beta gamma delta epsilon zeta
n 0 L K A (4
eta theta iota kappa lambda mu
v 19 o) 7 P o
nu xi omicron pi rtho sigma
T v 1) X Y W
tau upsilon phi chi psi omega

Bokstiverna €, 6, o och ¢ finns ocksi i varianterna ¢, 9, ¢ och ¢.

Stora grekiska alfabetet

A B ' A E Z
Alfa Beta Gamma Delta Epsilon Zeta
H S, I K A M
Eta Theta Tota Kappa Lambda Mu
N = 0 I P >
Nu Xi Omicron Pi Rho Sigma
T Y d X i Q)
Tau Upsilon Phi Chi Psi Omega
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Appendix B: Programmering

Bokens datorovningar kan 16sas i MATLAB eller valfritt programmeringssprak (Fortran, C, C++,
C#, Java, Python, Julia, Haskell, ...). Hir sammanfattas nigra vanliga kommandon som kan vara
anvindbara for att 16sa bokens datorévningar i Python eller MATLAB. Python-modulen pylab!
ger tillging till funktionalitet liknande den i MATLAB. Detta gor att minga av de kommandon
som krivs for att 16sa bokens datorévningar ér identiska i MATLAB och Python.

Uppstart

Python MATLAB

|
from pylab import * ‘
|

Placeras forst i scriptet Kriver ingen import av extra funktionalitet

Visa plottar

show ()

Python ‘ MATLAB
|
|

Placeras sist i scriptet Kriver inget kommando; plottar visas direkt

Iterera ett givet antal gdnger

,

Python | MATLAB
for n in range(10): for n=1:10
end
Itererar overn = 0,1,...,9 ‘ Itererar overn = 1,2,...,10

\

Upprepa s3d Iange ett villkor ar uppfylit

r

Python | MATLAB
while condition:

while condition

end

Upprepar sd linge condition dr uppfyllt ‘ Upprepar sd linge condi tion dr uppfylit

1. Python-modulen pylab kombinerar de tvi Python-modulerna numpy och matplotlib, vilka ger tillging till vek-
torer och matriser (arrayer) och plottning.
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pylab
condition
condition
pylab
numpy
matplotlib
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Definiera villkorssatser

Appendix B: Programmering

Python

MATLAB

if conditionO:
elif conditionil:

else:

if conditionl

elseif condition2

else
end
Definiera funktioner
Python ‘ MATLAB
def foo(x): function y = foo(x)
y= ... y= ...
return y end

‘ Mste liggas i fil med namn foo.m

Skapa linjar vektor (array) med z-varden

Python

| MATLAB

x = linspace(a, b, 101)

‘x = linspace(a, b, 101);

Ger 101 punkter och 100 intervall

‘ Ger 101 punkter och 100 intervall

Skapa logaritmisk vektor (array) med z-varden

Python

| MATLAB

x = logspace(-16, 16, 33)

‘x = logspace(-16, 16, 33);

Ger 33 punkter mellan 1 x 107 % och 1 x 101€ ‘ Ger 33 punkter mellan 1 < 107 och 1 x 101¢

Plotta en funktion

Python

| MATLAB

plot(x, y)

‘plot(x, y)
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Sa8tta axelmarkodrer och titlar

s D

Python | MATLAB
title('y = £(x)"') title('y = £(x)")
xlabel('x") xlabel('x")
ylabel('y"') ylabel('y"')

Anvind ' $x$ ' for BTEX-notation ‘

. v

Anpassa linjart polynom till punkter

r

Python | MATLAB
p = polyfit(x, y, 1) ‘p = polyfit(x, y, 1);
Polynomet ges av p [0] *x+p [1] ‘ Polynomet ges av p (1) *z+p (2)

\

Evaluera polynom i punkter

g D

Python | MATLAB
y = polyval(p, x) ‘y = polyval(p, x);

\

Spara plot till fil

,

Python | MATLAB
savefig('foo.png') print('foo', '-dpng')
savefig('foo.pdf"') print('foo', '-pdf')



'$x$'
p[0]*x + p[1]
p(1)*x + p(2)




Facit

.1 Kapitel 1

1.1 Ovningar
011 —
01.2 —

01.3 Inre punks, yttre punke, randpunkt, 5ppen, sluten, begrinsad:
(2) (1,1), (0,0), (1,0), ja, nej, nej
(b) (1,0), (0, 1), (0, 0), nej, ja, ja

(€) (3.0), (3/2.0), (1.0), ne} nej nej

(d) (1,0), saknas, (0, 0), ja, nej, nej

(b) saknas (titta pd f(x1,0) och f(0, z2))

(1
01.4 (2)0
0 (d)saknas (titta pi 9 = —x1 + k2?)

(c)
01.5 (a) existerar, (b) existerar €]
01.6 D(f) = {z : 21 # 22}, R(f) = R (tittapi f(21,0) och f(1,~1))
01.7 (a)3/5,(b) —4/5,(c)9/125

61.8 27/8
61.9 —3/20
01.10 (a)
fl(@) = [e " sin(z2), e cos()]
Ls[f)(e) = f(@) + f' @) —2) =0+ [0 1] m ~
(b)

f(z) = [2:U1 213 2:n3]
xr1 — 1
Lg[f)(z) = f(@) + f'(@)(x —2) =3+ [2 2 2] {562 - 1]
T3 — 1

= =3+ 221 + 229 + 223

159
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©
=0
Lalfle) = @) + f@e -0 = o] + ) ][]
01.11 (a)
7= [T e
Llfiw = i@+ ree-o =[] + [y ] [2]
o)
0 0
]l 8
et e
1 00
L[ﬂu»f@>+f@xxm{2 ]+{10][ 1
1+e
0112 (a)
10y
Life = 1@ + 10 -0 = )] + |3 €= n2)
o)

1 t

0
@mm:f®+f@@_a:L}+Mt:L]
01.13 (a) atc gora
(b) att gbra
01.14 (a) Losningarna ges av

= [0 D] =[]

2 —ujug

Facit



Facit 161

Vi finner tvé 16sningar: 4 = [ﬂ ochu = [:;] .

(b) Jacobi-matrisen ir

Dr) = |

—2ugug 1 — u%
—U2 —u1

(c) Forsta steget av Newtons metod:

Berikna A = Df(1,1) = [:f _01] och b=—f(1,1)= [_OJ
) -2 0] [n 0
LosAh = b, [1 1] [hj - [1}
{—2h1—o, h:m
_ hl — hQ = —1, 1

Uppdatera uM =4O 4 p = E] + [ﬂ = [1} T

Bingo! Vi hittade en av 16sningarna.

01.15 (a) Losningarna ges av

Vi finner tvi 16sningar 4 = [g] ochu = [1] .

(b) Jacobi-matrisen ir:

b =" ]

—Uu9 1-— U1
(c) Forsta steget av Newtons metod:

Berikna A = Df(2,2) = {_; _ﬂ och b=-f(2,2) = [ﬂ

o -1 =21 ] [2
Los Ah = b, [2 1] M _ [2]
—h1 —2hy =2, [—2/3}

h =
—Ohy —hy =2, —2/3

W _ 0 2] [72/3] _ [4/3
Uppdatera u u’ +h [2] + [_2/3 4/3

Vi ndrmar oss en av I6sningarna .
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61.16 (2)0 (b)2t(1 — t2)e "’

01.17 (2) 0f/ou = (u +v)(u —v)?(5u +v), 0f /Ov = —(u + v)(u — v)?(u + 5v)
b)0f/0u = 28(v — u), 0f /Ov = 14(2u — v)

0118 (a) Ly =2
(b) Ly = 20, se exempel 1.17, |z;| < 1i B1(0), sd attmax | f; ; ()| = 5,m =n =2

01.19 () fs(x,y,2) = 4xy22e””2y2 sin(zQ)
(b) f35(2,y,2) = 422y eV sin(22)
2
(c) fl13(w,y,2) = 4o22(1 +2x2y2)e$2y2sm(z2)
r,Y,z) =4y“z(1l + 2x7y”)e sin(z
(d) fia1 (@, y, 2) = 4y°2(1 + 22°y?)e™ ¥ sin(2?)

01.20
Py[f, Z)(x) = f£(1,1) + f'(1,1)h + %hTf”(l, h
—142 1] [Z;] o [_61 ‘21} [Z;]
=) = [ 7]
01.21

PA () = F(1L,1,1) + £/(L 1 Db+ BT (11, 1)

5 h 1 2 —4 0
= —— 4 [*3 -2 2] h2 4+ = [hl hg hg} —4 0
3 2

hs 2

h1 1'1—1
h2 = $2*1
h3 $3—1

01.22 Py[f, z](z,y) = 3+ 22 — 222 — da(y — 1) — (y — 1)

dir h =

01.23 Kom ihig att normera riktningsvektorn, u = v/|v|.
(a) Vf(1,1) = (cos 1, —cos1),Dy(1,1) = cos 1
(b) V£(—1,0,2) = (1,—1,1),Dy(-1,0,2)
(c)Vf(102) (1, ,) w(—1,0,2) =0

(d) VF(7,2) = (14, —24), Dy (7,2) = —5v/2

01.24 7 respektive —7

(=
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1.2 Problem
P11 f/(z) = Aforallaxz € R

P1.2 Med hjilp av kedjeregeln for funktioner av en variabel far vi

% = %(xF(y/x)) = F(y/x) + xF'(y/x);—g
9y = oy P O/D) = /),
sd att
:B% + yg; = xF(y/x) — yF/(y/iL') + yF’(y/x) .

P1.3 Kedjeregeln ger
OF OFOu OFO0v OF OF

9r udr T ovor ou tar?
OF _9Fou 0Fdv _OF  OF
dy Oudy Ovdy Ou ov

Detta sittes in i differentialekvationen, som da blir %—5 =x+y.Menu=zx,v=22—y
innebir att x = u, y = 2u — v vilket ger

— =3u—v

ou

Integration med avseende pa u (med v konstant) ger

3
F = §u2 —uv + g(v)

dir g(v) ir en godtycklig funktion som bara beror pd v. Som funktion av z, y blir detta

F(z,y) = 2162 — 22z —y) + g2z — y)

Funktionen g bestims av randvillkoret F' = 22 for y = 0. Insittning av detta i F ger efter
en enkel rikning g(2z) = 322, dvs g(t) = 3¢. Till slut

3 3 1
F(z,y) = “? - 2z —y) + = (22 — y)2 = 7(8:32 — dzyy) + 3y2)
2 8 8

P1.4 Attgora.
P1.4 Attgora.

P1.5 Attgora.
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P1.6

Facit

Tips:
@— 1 (Va?+y?) = in(a? +y?)

"

(c) Berikna forst u),.. Sedan fis u), och u”/, genom att  bytes mot y respektive z.

y
P1.10 —
P1.11 Tips: f(r) = (2% +y* + %)~ V2
P1.12 7/2
P1.13 —
.2 Kapitel 2
2.1  Ovningar
. I 8 L.
02.1 f(x) = — 4+ — — xo. Kritiska punkter ges av
T2 I
—1 -2
e =[5 =l
En kritisk punkt 2 = (—4, 2). Hesse-matrisen ir
oo 16:01_3 —x2_2
fi(x) = [_%—2 212y
I den kritiska punkten:
1 1
ean =71
-1
f"(—4,2) har egenvirdena (—5 & 1/13) /8 < 0, lokalt maximum.
02.2 f(x) = 2} + 25 — z129. Kritiska punkter ges av

rer =[] - [t 2] [

x2

Den andra ekvationen ger 1 = 25 vilket insittes i den forsta ekvationen: 121‘% —x9 =0,
vilken har tvilésningar zo = Ooch o = 1 /12.Viharallts3 tvd stationira punkter nimligen
(0,0) och (1/6,1/12). Hessematrisen ir

1 I 6.’131 _1
f”(x) = |: %‘/121 -’f/l$2:| = |:_1 2 :|

T1T2 22
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Ide tvi punkterna firvi f(0,0) = [_01 _21] med egenvirdena 1 £ /2, s att matrisen ir

1

indefinit, och f”(1/6,1/12) = {_ _1] med egenvirdena (3 & v/5) /2, si att matrisen

1 2
ar positivt definit. Vi drar slutsatsen att (0, 0) ir en sadelpunkt och att (1/6,1/12) ir en
minimipunkt.

02.3
f(x1, 22, 23) = %x?{ + 23 + 23 — dryzo

Kritiska punkter ges av

x? — 49 0
()" = |229 — 421 | = |0
2$3 0

De kritiska punkterna ir = (0,0, 0) och = (8, 16, 0). Hesse-matrisen ir

21‘1 —4 0
fflzy=1-4 2 0
0 0 2
I 'den ena kritiska punkten:
0 —4 0
17(0,0,0)= -4 2 0
0 0 2
med egenvirdena 1 £ V17 , 2, olika tecken, sadelpunkt.
I den andra kritiska punkten:
16 -4 0
f"(8,16,0)= |-4 2 0
0 0 2

med egenvirdena 9 & /65, 2, alla positiva, lokalt minimum.

02.4 Inga singuldra punkter, inga randpunkter. Kritiska punkter ges av

, v [32%+3y*—15] [0

De kritiska punkterna ir (1, 2), (2, 1), (—1, —2) och (—2, —1). Hesse-matrisen ir

P = o oY
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02.5
02.6

02.7
62.8
62.9
62.10

02.11

02.12

2.2

P2.1

P2.2

P2.3

P2.4

P2.5

P2.6

Facit

Vi beriknar egenvirdena till Hesse-matrisen i de fyra kritiska punkterna. Vi finner

,2) sadelpunkt
1

(1

(2,1) minimipunkt
(—1,—2) sadelpunkt
(—

1
2,—1) maximipunkt

Maximum 0 i punkten (0, 0), minimum —2 i punkten (0, 2).

Maximum 3 i punkten (5/7,9/14), minimum 3 /28 i punkten (0, —1). Tips: kritisk punkt
(1, 1) dr ytere punke diirfor ointressant. Rand 1: x = 0, —1 <y < 1,max3iy = —1, min
3/4iy =1/2.Rand2:y =1 —2/2,0 <z < 2,;max3iz = 2,min3/28ix = 5/7.
Rand3:y = -1+ 2/2,0 < x < 2, max 3, min 9/4.

Max 7, min 0. (Rittad.)

44/2/9

vn

(5/6)°/*
r=1y/5y=%Lz2=+,/3A=-1

Min 01 origo, max 4v/5/125 i (2/5,2/5,1/5).

Problem

1
a=1,b=—1/6.Tips: skriv f(a,b) = / (2% — axz — b)? dz och utveckla kvadraten.
0
(2,2,1) och (=2, —2,1). Tips: kvadraten pa avstindet till origo ir f(z,y) = 22 + ¢ +
yA—

=22+ y? 4+ (5 —ay)>

(a) Texx =0,y =18,z = 2.
(b)z =y =5,2z=10.
Tips: f(z,y) = 2y2z? = (20 —y — 2)yz? medy > 0,2 > 0,y + 2z < 20.

R(f) = [~2v/3/9,2+/3/9]. Tips: dra en riit linje i D( f) frin minpunkten till maxpunk-
ten. Funktionen ir kontinuerlig lings denna linje och antar alla virden mellan sitt maximum
och mininum enligt satsen om mellanliggande virden for envariabelfunktioner, sats 6.2 i del
L.

R(f) = [—1,13]. Se tips till problem 2.4.
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P2.7
(@) +Adii(z) . fi(z) + Agl(z)  g1(2)
L'(x,\) = : - : :
w1 (2) + Agni () oo fan(@) + Agnn(2) g (@)
91(z) In () 0
.3 Kapitel 3
.3.17 Problem

P3.1 Finn u sidan att u(0) = 0 och
L L
/ EAuW do = / K;Avdr + Pv(L) forallavmedwv(0) =0
0 0
P3.2 Finnu = usidanatcu(L) = 0 och
L L
/ u'v' dz 4+ w(0)v(0) = / fvdz + gov(0) férallavmedv(L) =0
0 0
P3.3 Finnw = wsidanatt w(0) = w(L) = 0 och

L L
/ Elw"v" dz = / qudz  forallavmedv(0) =v(L) =0
0 0

P3.4 u(z) = 32(1 — z)

P3.5 u(z) = —32* + 2 +1

1
P3.6 u(x) = (ur — uo)% + g, j(z) = —au'(z) = a(ug — UL)Z (rittelse)

Obs att flddestitheten blir konstant och proportionell mot temperaturskillnaden.

1 qL* //x\4 z\3
P3.7 w(x) = 5.7 ((7) —2(7) + %)
1

P3.8 En integration ger v/ — 2u = —1(2 + C). Multiplicera med den integrerande faktorn

~%/ och integrera igen. Lésningen blir u(z) = z — (¢7/% — 1)/(e!/* — 1). Plotta med

Matlab f6r nagra olika virden pi a:

€

>> a=1; fplot(@(x) x-(exp(x/a)-1)/(exp(1/a)-1),[0,1]), hold on
>> a=.1; fplot(@(x) x-(exp(x/a)-1)/(exp(1/a)-1),[0,1]), hold on
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25 ven )

)=
)i@) = ~a(@)Du(e) = ~fL(2 - 7 ) [3/ @)
j (L) = —fL, fléde it vinster, dvs utit.
J(2L) = 0, inget flode, perfekt isolering.

Virme flodar in med konstant killtithet f inuti plattan och flodar ut vid vinstra randen.

3.10 u(z) = ;jof}(l + %7(%)2>

P3.9 (a) u(z

PL EAy AL
AL =u(L) = —=(1+14), ::2<4———7——7 —-1)
4 Kapitel 4
4.1 Ovningar
04.1 Vikanta {zi}} o = {0, 1. 5, 3, 11 {ys}joo = {0, 1,5, 7, 1} st arc Az = Ay; = 5.
Vi kan evaluera i rektanglarnas mlttpunkter (Z,75) = (252, 20— 1) i,7 =1,2,3,4.Vi
far
24:24:22—123—111 16-161 1
44 64 16 4
i=1 j=1

vilket rakar vara integralens exakta virde.
o F2vV2-1) (92 (dIn(})
043 ()2 (b)EIn(2) ()m (d)(1+3eh)/16

B 4 y+1
04.4 / (/ xy d:):> dy = 36
-2 VJ1y2-3

-1 V2z+6 5 V2z+6
eller/ (/ xy dy) dx + / (/ xy dy) dz = 36
-3 —\/22+6 -1 MJa—1

64.5 3

04.2 (a)

1
04.6 (a) /f dy dx
0

o [ ([ rena)a

04.7 (a) (¢ —1)/6 (b) $1n(9)
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04.8 Vihar D = {(z,y) : 1 < 2% +y? < 4, y > 0}. I polira koordinater blir omridet en
rektangel R = {(r,6) : 1 <r <2,0<6 <7}

Jf(?)a: +4y*) dedy = j (31 cos(6) + 4r%sin®(9)) r dr df
D R

_ /0 i ( /1 * (31 cos(8) + 4r2 sin?(6)) r dr ) df

r=2

/OTr {r?’ cos() + sin2(9)} dé

r=1

™

(7 cos(6) + 15sin*(6)) dO

7T(7cos(0) + 2(1 — cos(26)))df = 15m

I
S— —

04.9
2

H7"Si:;(9)rdrd9: /027r (/absinQ(G)rdr) do

R
27 b 1
= / %(1 — cos(26)) d9/ rdr = §7r(b2 —a?)
0 a

04.10 D ges avr?+(y—1)2 < Tdvsz?+y? < 2y.Ipolira koordinater blir dettar? < 2rsin(6),
dvsr < 2sin(f). E = {(r,0) : 0 <r < 2sin(f), 0 < 0 < 7}, rita figur!

([ rda= [[vViZrards= /7r (/Qsm(e) 2 dr) do
D B 0 0

1
s 1 57
:i/o sin3(0)d9:§6 02 sin’ (6) d =

l7'l'
dir vi slagit upp integralen [i2 " sin®(0) d6 = 2 i en tabell.

O4NMu=zx+y,v=o—-2y, R=10,3] x 1,4,x:2u+1v,y:lu—lv
: 3 3 3 3
0ey) — L drdy = dudo

O(u,v)
I+
D

dx dy = fj - du dv

:;/03</14(Z—1)dv)du:1n(2)—1

0412 D= {(z,y): 1<y <2, 2<2%y<4lu=ay,v =2y
r=v/uy=u?/v Oxy) — _1 /v, dedy = Ldudv, R = [1,2] x [2,4]

> O(u,v)

area(D) = jf dedy = f - dudv = In(2)
D R
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04.13

6414
04.15

04.16
0417

04.18

04.19
64.20
64.21
64.22
64.23
04.24
04.25

Facit

(a) Positiv integrand, upprepad integration tilliten.

R S
lim lim zexp(—azQ)daz/ exp(—y?) dy
0

R—00 S—o0 Jg

= lim [—lexp(—mQ)}R lim /Sexp(—yQ)dy

R—o0 2 0 S—oo Jo

1 [ ) 11 [ ) 1
22/0 eXP(—y)dy=2-2/_ooexP(—y)dyf=4\/7r

enligt (4.91). Konvergent med virdet 1 /7.
(b) Positiv integrand, upprepad integration tilliten. Anvind polira koordinater. Divergent
mot +00.

@27 (b)g ()

%. Tips. Enkeltiy:
4
ff(/ \/x2+z2dy> dz dz
2422
By
eller skivmetoden:

/04(Jj \/x2+22dxdz> dy

dir Bp, cirkelskiva med radie R.

%’T R3 Tips: sfiriska koordinater.

V' = 64. Substitution: u = xy, v = xz,w = yz,dV = 2\/11“)—1” du dv dw.

Sfiriska koordinater: F = [0, 1] x [0, /4] x [0, 27]

2w

fﬂ pp?sin(¢) dp de do = /0 1 p2dp /0 " sin(g)dg | do =7(2—V/2)/4
E

0

2% Tips: cylindriska koordinater.
s

8
1688
15

us

[ee]

M = ka®,7 = (7a/12,7a/12,7a/12), enheter @ [m], k [kg/m3].
twdhR*
I, =1,=1I = 2dL°
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4.2 Problem
P4.1 Medu = z/L,v = y/L firvi

M k/L(m)Qd /L Ly /<;L2/1u2du/1 L
= — €T _—_— =
o L o (y/L)*+3 Y 0o v2+3

1 atan(1//3) 17/6 /3
LS

P4.2 Anvind (4.21), (4.24), (4.25).

=k L?  [kgl

P4.3 En tetraeder med hérni (0, 0,0), (1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1).

.5 Kapitel 5

.5.1 Ovningar

05.1 (a)z = —2t,y=1,z=n/2+t teR
b)e=1Ly=t,z=2t; teR
()xr=3+t,y=9+6t teR
(dr=-1lL,y=4t,z=n>+27t; tcR

05.2 (a)27Va? + 07 (b)e—e ! (c) 5 (1332 -18)

05.3 ()27 +2/3 (b)3v42 () 251 42

05.4 (a) —2/3 (b)27/28

/Cr- dr:/jr(t)-dz(tt) dt

= /15 ((3 cost)i+ (3sint)j+ tk) : ((—3 sint)i + (3cost)j+ k) dt

:/15tdt: {tQ/QK —12

Man kan iven utnyttja att vektorfiltet ir konservativt med potentialen ¢ = |r|?, dvsr =

V¢ = $V|r|2. Dablir integralen

05.5

1 1
/r M = 31(3cos5)i+ (3sin5)j + 5k[2 = S|(3cos i + (3sin 1)j + k|
C

%((3cos5) + (3sin5)% + 25) — 7((3cosl) + (3sin1)? +1) = 12
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056 (a)x +2y —22=-3 (b)—x+22z=1
05.7 ( a) (3737 —1) (b)3V14

\ﬁw
@ (27/3)(2v2 — 1)
05.8 47/3
05.9 Sidoytan S;: Hsl F.dS = 7. Toppytan So: ff52 F.-dS =0.
ﬂs F-dS = %
05.10 Parametrisering av den buktiga delen S av ytan (cylindriska koordinater, z = w2 +y? =12,
r=./2):
x = \/zcos(f),
S1: Sy =+zsin(#), (0,2) € R=[0,2n] x [0,1]
z =z,

Tangenter:

or )

3= zsin(f)e; + vz cos()e, + Oe,

or 1 1

9 "2z cos(f)e, + NG sin(f)ey, + e
En normalvektor:

% X ? =z cos(0)e, + v/zsin(0)e, — se. = e, + ye, — 3e.
Viser att N pekar utit (ty N, = —3 < 0) och
or Or
N 0
dS = N dS = ( i 82) dodz

s3 att flodestitheten blir

F.N = (xem +ye, + 2%e.) - (ve, + ye, — te.)

=22 +y* - 1z2—z 522 pi 51

Flodet blir

H F.-NdS = H 2) df dz = {Fubini}

1 2m
:/ (z—%z%dz/ df =2m(3 — &) =2n/3
0 0
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P4 toppytan So:

x = rcos(h),
Sy Cy=rsin(f), (r,0) e E=10,1] x [0, 27]

z =1,
Parametriseringen behdvs inte, vi ser helt enkelt
N =e,, F‘N:(a:ex—I—yey—i—zZez)-eZ:zQ:l

sd att

[ F-Nds = [[ d9 = area($p) ==
So Sa

Alltsi blir totala flédet

[[F-Nds= [[F-NdS+ [[ F-NdS = 27/3+ 7 = 57/3
S S1 Sa

Alternativ parametrisering (bittre?):

x = rcos(h),

S1: Qy=rsin(f), (r,0) € R=10,1] x [0, 27]

z=r?

Genomfor rikningarna!
05.11 Finnseej.
05.12
V- F=1+1+2z=2(1+2)
Cylindriska koordinater:
E={(r0,2):0<r<+z 0<0<2r}, D={(rz):0<r<z}

Divergenssatsen:

[[F-Nas=|[[v-Fdv = [[[20+2)dV = [[[ 201+ 2)rdrdod=
D D E

S

— {skivning} = /0 - ([[ 20+ 2)rdrdz) d
D

2m 1 Vz
:{Denkelir}:/ d0/ (2(1+z)/ Tdr) dz
0 0 0

1 1
:27T/0 2(1+z);dz:27r/0 (z+2%)dz=2m( + 1) =57/3
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05.13 Gauss divergenssats ger att utflodet ar

LfF-NdS:fng-FdV

Med sfiriska koordinater
x = psin¢cosf
y=psingsind 0<p<1,0<od<7 050 <27,
zZ = pcoso

Volymselementet: dV = p?sin ¢y dpd¢ df. Integranden: V - F = 322 + 3y? + 1 =
3p?sin? ¢ + 1. Integralen blir

va Fdv = /9 /¢0/ (3p?sin® ¢ + 1)p*sin ¢ dp dep do
— / p dp/ s1n3¢d¢/2ﬂd9+/ p dp/ sm¢d¢ dg

3 2—}—*2271'—*%— 7T——7T

53 3 5 3 15

dir vi anvint

/Owsin‘?d)d(ﬁ:/Ow(l—c032¢)sind>d¢:{s:—cosgi)}:/1(1—82)d5:3

.5.2 Problem
P5.1 Tips: derivera bada sidorna i likheten ||7(¢)||> = »(¢) - »(2).

5.2

M= /5013_/ l—y/R)s—kR/ (1—sin(t))dt = kR(7 —2) [kg]

ﬂzM/Cyéds:M/Cyk(l—y/R)ds

= 71 2 [7 sin(t) — sin? =
_kR(W_2)kR /0( (t) (t))dt = R

z=0 (pgasymmetri)

T—4

[m]

5.3 Tips: sittin (5.170) i integralen och anvind v (t) - /() = 34 |7/ (2)]|%.

54ffzd5—— szs—o szs V2T, ﬂzds V2)1
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.6 Kapitel 6

P6.1 (2) Pisidany = Oharvig = 0 och den utitriktade normalvektorn N = —e, si att
randvillkoret blir
aD gu + k(u — up)
= 3(—ey) - Vu(z,0) + 7(u(z,0) — 10)
Ou(x,0)

=3 5

+ 7(u(z,0) —10) =0

Randvirdesproblemet r
—3Au(z,y) =2 fr0<z<1,0<y<1
u(z,1) = u(0,y) = u(l,y) = 10
ou(x,0)
Ay
dir Au =V - Vu.
(b) Finn v = u(z, y) sddan att u(x, 1) = w(0,y) = u(1,y) = 10 och

-3

+ 7(u(x,0) —10) =0

1,1 1
3/ / Vu(z,y) - Vo(z,y)dedy + 7/ u(z,0)v(x,0)dx
0 Jo 0

1 1 1
= 2/ / v(z,y)dedy + 70/ v(x,0)dz
0o Jo 0

for alla testfunktioner v = v(z, y) med v(z, 1) = v(0,y) = v(1,y) = 0.
P6.2 (a)Pisidanz = Oharvia = 142y = 1,9 = 0,k = 0 och den utdtriktade normalvektorn

A~

N = —e, si att randvillkoret blir

9u(0,y)
Ox

Pisidanx = lharvia = 142y = 14y,g = 0,k = 7 och den utitriktade normalvektorn

N = e, si att randvillkoret blir

aDu+ k(u—up) = (—ez) - Vu(0,y) = — =0

aDu + k(u — ua)
=(1+4+y)es - Vu(l,y) + 7(u(l,y) — 10)

ou(l,y)
pr— 1 —
(I+y) ox
Randvirdesproblemet r

V- (1+zy)Vu(z,y) =0 for0<z<1,0<y<1
1

+ 7(u(l,y) —10) =0
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(b) Finn v = u(z, y) sidan att u(x, 0) = u(z, 1) = 10 och

1 1 1
/ / (1+ 2y)Vu(z,y) - Vo(x,y) dedy + 7/ u(l,y)v(l,y)dy
o Jo 0

1
= 70/ v(1,y)dy
0

for alla testfunktioner v = v(x, y) med v(z,0) = v(x,1) = 0.

P6.3 (a)Finnu = u(z,y, z) med u = uy pa S och

ffj(aVu -V + cuv)dV = fff fvdV
D D

for alla testfunktioner v = v(z,y, z) medv = 0 pd S.

(b) Finnu = u(z,y, z) med u = up pi Sy och
ffj Vu-VodV = ff gudS
D Sa

for alla testfunktioner v = v(z, y, z) med v = 0 pd 5.

P6.4 (a) Basfunktionerna ir av formen ¢(z,y) = a + bz + cy och lika med 1 en av noderna och
01 de 6vriga. Vi fir

d1(z,y) =1—x—y, dpa(x,y) =z, ¢3(x,y) =y
(b)
v¢l($7y) = —€x — eya VQSQ(QS,:U) = €, V¢3(m,y) = ey
a1 = ﬂ Ve - Vi dody = ﬂzdx dy = 2area(T) = 1
T T

a1y = fo Vo1 - Voo do dy = fo(—l) dzdy = — area(T) = —1

och sd vidare. Styvhetsmatrisen 4r
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def, 156
elif, 156
elseif, 156
for, 155

if, 156
linspace, 156
logspace, 156
matplotlib, 155
numpy, 155
plot, 156
polyfit, 157
polyval, 157
print, 157
pylab, 155
return, 156
savefig, 157
show, 155
title, 157
while, 155
xlabel, 157
ylabel, 157

absolutkonvergens, 96

acceleration, 116

andra-derivata-testet, 5SS

areaelement, 85, 128

Banachs fixpunktssats, 22

basfunktion, 150
begrinsad, 18
funktion, 18
mingd, 18
berikningsnit, 149
bivillkor, 60

biglingdselement, 120

C, 155
C++, 155
C#, 155

cylindriska koordinater, 105

definitionsmingd, 15

densitet, 108

derivata, 24

deriverbar, 24

Dirichlets randvillkor, 147
divergens, 132
divergenssatsen, 135, 138
divergent integral, 95
domiin, 15
dubbelintegral, 85, 87

energiprincipen, 145
enhetsnormalvektor, 127
enkelt sammanhingande mingd, 134
extrempunke, 51
extremvirde, 51

nddvindiga villkor, 52
extremvirdessatsen, 52

fart, 116

finita elementmetoden, 149
fixpunktssatsen, 22
flodesintegral, 130
flédestithet, 136
Fortran, 155
Fouriers lag, 146
Frobenius-norm, 22
Fubinis sats, 85
funktion, 15

filt, 132

Gauss divergenssats, 135, 138
generaliserad integral, 95

gles matris, 151

globalt maximum, 51

globalt minimum, 51
gradient, 42, 132
gradientvektor, 42

graf, 16

grinsvirde, 19

Haskell, 155
hastighet, 116
Hesse-matrisen, 41
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def
elif
elseif
for
if
linspace
logspace
matplotlib
numpy
plot
polyfit
polyval
print
pylab
return
savefig
show
title
while
xlabel
ylabel
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indefinit, 55

infimum, 53

inre punkt, 17

integral
egenskaper, 87, 98
kontinuerliga funktioner, 85

Jacobi-determinant, 92, 104
Jacobi-matris, 25

Java, 155

Julia, 155

kodomin, 15
konservativt filt, 123
konservering av energi, 145
konserveringslag, 145
konstitutiv lag, 146
kontinuitet, 19

ien punkt, 19

Lipschitz, 20
konvergent integral, 95
konvex mingd, 36
koordinatkurvor, 126
kritisk punkt, 52
kurv

lingd, 120
kurva, 115

enkel, 115

parameterform, 115

sluten, 115

slit, 116
kurvintegral, 120
kvadratisk form, S5
killtithet, 145
killtithet, 136

Lagrange-funktion, 61
Lagrange-multiplikator, 61
Lagranges multiplikatormetod, 61
Laplace-operatorn, 147

Laplaces ekvation, 147

lastvektor, 151

linjiriserad ekvation, 30
Lipschitz-kontinuerlig, 36
Lipschitz-kontinuitet, 20

lokalt maximum, 51
lokalt minimum, 51

massa, 108
masscentrum, 108
masstithet, 108
MATLAB, 155
medelhastighet, 116
medelvirde, 91
medelvirde med vikt, 107
medelvirdessatsen, 90, 108
minsta &vre begrinsning, 53
mingd

kompake, 17, 18

sluten, 17

oppen, 17
malfunktion, 60

nabla-operatorn, 42, 132
negativt definit, 55
Neumanns randvillkor, 147
Newtons metod, 31
nivikurva, 16
normalderivata, 147
normalytelement, 130
normalytintegral, 130
numerisk derivata, 29

oberoende av vigen, 124, 125
omgivning, 17
orienterbar yta, 129

partiell derivata, 25
partiell integration, 145
partiellt deriverbar, 25
partition av rektangel, 84
Poissons ekvation, 147
polira koordinater, 94
positivt definit, 55
potential, 123
potentiell energi, 124
produktderivering, 134
programmering, 155
punktkilla, 136
Python, 155
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randpunke, 17

randvillkor, 147

randvirdesproblem, 71, 147, 148
svag form, 148, 149

residual, 31

Riemann-summa, 84

riktningsderivata, 43

Robins randvillkor, 147

rotation, 132

sadelpunkt, 54
sammanhingande mingd, 90
sfiriska koordinater, 106
singuldr punke, 52

skalirt filt, 42, 132
skivningsmetoden, 89, 100
sluten mingd, 17

slit yta, 135

stationir punkt, 52
styvhetsmatris, 151

storsta undre begrinsning, 53
supremum, 53

svag formulering, 75

tangentkurvintegral, 122
tangentlinje, 117
tangentplan, 126
tangentvektor, 116
Taylors formel, 41
Taylors polynom, 41
Taylors sats, 41
temperatur, 145
testfunktion, 75
trippelintegral, 98
tréghetsmoment, 109
tyngdpunkt, 108

upprepad integration, 85

virmedverforingskoefhicient, 145
virmeledningsekvationen, 146
virmeledningskoefficient, 145
variabelsubstitution, 93, 104
vektorbiglingdselement, 122
vektorfilt, 42, 132
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viktfunktion, 107
vinkelhastighet, 118
volymselement, 98
virdemingd, 15
virmeflodestithet, 145
vagekvationen, 39

yta, 125
area, 128
parameterform, 125
ytintegral, 128

6ppen mingd, 17
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