Matematik Chalmers
Tentamen i TMV160 Matematisk analys i flera variabler M, 2008-05-26, f M

Telefon: Fredrik Lindgren 0762-721860

Inga hjilpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Teknologer inskrivna 2006 och tidigare loser uppgifterna pa baksidan av detta blad.
(Man kan vilja att géra uppgifterna pa framsidan men inte blanda.)

Varje uppgift ar vird 6 poing, om inte annat anges, totalt 50 podng. Skriv vél, motivera och
forklara vad du gor; endast vélformulerade 16sningar ger full podng!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40-.

Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Resultat meddelas per epost.

1. Beriikna integralen // xydA dér T &r triangeln med horn i (0,0), (1,0), (0,1).
T

8
2. Undersok funktionen f(z) = n + — — x5 med avseende pa maxima, minima och sadelpunkter.
i) X1
3. Skriv ned Taylors polynom av grad 2 med baspunkt a = (1,1) for funktionen i uppgift 2.
4. (a) Berikna ett steg av Newtons metod for systemet
i tri-1=0
ToX3 — XT3z = 0
3 -1=0
med startpunkt (1,1,1). (4 poéng)
(b) Hérled Newtons metod med hjilp av linjirisering. (2 poéng)
(¢) Skriv ned Newtons metod i MATLAB. Antag att funktionen jacobi.m finns. (2 poéng)

5. Hérled den svaga formuleringen av randvérdesproblemet

—V-(aVu)=f 1D,
aDgu +k(u—up) =g paS.

6. Beriikna flodet av vektorfiltet F(z,y, 2) = xi+yj+ 2%k ut ur omradet D = {(z,y,2) : 22 +y* <
z, 0 <z <1} utan att anvéinda divergenssatsen.
7. Berikna flodet i uppgift 6 med hjilp av divergenssatsen.
8. (a) Visa att
Vx(Vp)=0

(b) Bevisa partialintegrationsformeln

///Dv'mdv: //SN'F¢d5_///DF-v¢>dv

/stig



For teknologer inskrivna 2006 och tidigare.

1. Beriikna integralen // xydA dér T &r triangeln med horn i (0,0), (1,0), (0,1).
T

8 . . .
2. Undersok funktionen f(z,y) = d + — —y med avseende pa maxima, minima och sadelpunkter.
y

3. Skriv ned Taylors polynom av grad 2 med baspunkt (1,1) fér funktionen i uppgift 2.

4. Beriikna [, F - dr dir F(z,y) = (—y,z) och C ges av grafen y = sinz, = € [1, 5], genomlopt i
riktningen med vixande x.

5. Berdkna f}(1,1) och Vf(1,1) for f(x,y) = sin(x/y) och di v pekar i den riktning som ges av
(2,1).

6. Beriikna flodet av vektorfiltet F(z,y, 2) = xi+yj+ 2%k ut ur omradet D = {(z,y,2) : 22 +y% <
z, 0 <z <1} utan att anvéinda divergenssatsen.

7. Berikna flodet i uppgift 6 med hjilp av divergenssatsen.
8. (a) Visa att
Vx(Ve)=0
2 poidng)
(b) Definiera begreppet differentierbarhet for en funktion f(x,y) i en punkt (a,b). (2 poing)

(c) Hirled formeln for ytelementet for en graf z = f(x,y) parametriserad med z,y. (4 poing)
/stig



TMV160 Matematisk analys i flera variabler M, 2008-05—-26, f M. Svar.

Obs: foljande dr endast svar eller kortfattade 16sningar. De &r inte tillrackligt utforliga for att ge
full poéng.

1.
1 11—z 1 1 9 1
= — 1— g
/0 /0 xy dy dx /0 23:( x)* dx 51
X1 8 e
2. f(x) = — + — — x2. Kritiska punkter ges av
X9 X1
-1 —2
rpoNT | Ty —8xy 7| |0
rer =[5, )=l

En kritisk punkt x = (—4, 2). Hesse-matrisen &r

= |

-3 -2
163:12 —xq 3}
—Ty " 2m174

I den kritiska punkten:
1 1
r-a2= |71 i)
-1

f"(—4,2) har egenviirdena (—5 +/13)/8 < 0, lokalt maximum.

3.
f(x) = f(a) + f'(a)h + %hTf”(a)h + Ra(z) = Pa(x) + Ro(x)
Po(a) = F(1,1) + f/(1, 1)h + %hTf”(l,l)h
hl 1 16 —1] [y
=8+ [-7 -2 [hz} +5 [y ho) {_1 2] [hz}
. hl o xl—l
=[]
4. (a)

3+ a2 +a3—1
flx) = ToTy — T3
3 —1

1
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(b)

L(z) = f(zo) + f'(wo)h =0, f'(wo)h=—f(x0), z=ax0+h
(c)
function x = newton(f,x0,tol)

x = x0;
h tol + 1;

while norm(h)>tol

A = jacobi(f,x); % evaluate the Jacobian A=Df (x)
b =-f(x); % evaluate the residual b=-f(x)
h = A\b; % solve the linearized equation
X =x + h; % update

end

5. Multiplicera med testfunktion v och integrera partiellt:

//vadv:_///Dv.(avu)vdvz//SN'(GVU)UdS—i—///DaVu-VUdV

N-(aVu):aN-Vu:aDNVuzg—k(u—uA)

///vadvz//S(g_k(u_UA))vdS—F///DaVu-VUdV
Samla u-termer:
///DaVu-VvdV+//Sk:uvdS:///vadV:/L(g+kuA)vd5

Svaga formen blir: finn u sadan att

///DaVu-VvdV—l—//SkuvdS:///vadV://S(g_ykuA)vdS

for alla testfunktioner v.

Har ar

sa att



6. Parametrisering av den buktiga delen S; av ytan (z = 22 + y? = r?):
x = \/z cos(h),
y = /zsin(), 0<f<2m 0<2<1.
z =2z,

Tangenter:

% = —/zsin(A)i + /z cos(0)j + Ok

Or - cos(0)i+

9: " 3a sin(9)j + k

1
2/z
En normalvektor:

or Or . N B |
N—%x&—\/Ecos(G)l—i—\/Esm(H).]—Ek—xl—l—y.] 2k

Vi ser att N pekar utat och
- N
dS =NdS = N|N|d9dz =Ndfdz

sa att flodet blir

N 1
// F-NdS:// F-Nd@dz:// (xi—|—yj+z2k)-(xi—|—yj—ik)dﬁdz
S1 S1 S1
2
:// (2% +y* — d9dz—/ / d9dz-27r(%—%)=27r/3
S1

Pa toppytan Ss:
x = rcos(f),
y=rsin(d), 0<r<1, 0<0<2m,

z=1,

dS=rdrdd, N=k, F-N= (zi+yj+2°k) - k=2>=1

2 1
// F-NdS:// dS:/ /rdrd&zw
S So 0 0
Alltsa blir totala flodet
//F-NdS:// F-Nds+// F-NdS =27/3+7=571/3
S S1 Sa

sa att

V- F=1+1+22=2(1+%)

Divergenssatsen:

//F NdS = ///V FdV = /// (1+2)dV = //QW/ 2(1+z)rdrdodz

2m z
:/ d9/ 1+z/ rdrdz-27r/ 2(1+z)2dz:27r/ (24 2%)dz = 2n (3 + +3)=57/3
0

0
3



8. (a) Adams 16.2, Sats 3.
(b) Produktderivering:

V- (F$) =V -Fp+F- Vo

Divergenssatsen:

sa/a{%)v-F¢dv+///DF'v¢dV:///Dv'(Fd))dvz//sN'(F¢)d5://5N.F¢ds
J[f, 5 woav = [[ 5 oroas [[] rvoar



For teknologer inskrivna 2006 och tidigare.
1. Som ovan.
Som ovan.

Som ovan.

Lol

2(cos5 — cos 1) + 5sin5 — sin 1
5. Vf(1,1) = (cos1,—sinl), fI(1,1) = %
6. Som ovan.

7. Som ovan.

8. (a) Som ovan. (b) Se boken.

/stig



