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Oversikt forelidsningar vecka 6

Den andra veckan om vektoranalys kretsar kring tre stora satser: Green, Gauss och
Stoke. Gauss’ sats kallas ofta divergenssatsen.

Vi borjar med ett tillfalligt aterbesok hos kurvintegraler pa vektorfalt i planet och

presenterar Greens formel: _[ Pdx + Qdy = ” [@ - E]dxdy
y D dC @/

Har ar y en sluten, styckvis glatt och positivt orienterad kurva, och D det omrade som
kurvan inneslutar. P och Q maste vara differentierbara i hela D.

Exempel: Berikna J' (y +e Yx+ (2x + cosyz)z’y dar y dr randen av det
Ve

omrade som innesluts av kurvorna y = x* samt x =y’
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Losning: En parametrisering ger en ohygglig integral, sa vi anvander
Greens formel:

I(y+e‘5)dx+(2x+cosy2)dy= ﬂ §(2x+cosy2)—§(y+e“/; xdy =
v D
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Ibland anvdnder man Greens formel "baklanges” och berdaknar en dubbelintegral med
hjalp av kurvintegral. Den typiska (och sa gott som enda) situationen uppstar nar man
vill berdkna arean av ett omrade som ar inneslutet av en kurva pa parameterform.

Greens formel ger namligen I xdy = j —ydx :% I xdy — ydx = ﬂ dxdy dar den
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avslutande dubbelintegralen definitionsméassigt ger arean av omradet D.

Man valjer den av de tre kurvintegralerna som passar bast med de aktuella

funktionerna.

Exempel: Berdkna arean innanfoér kurvan med parameterframstallning
r(t)= (cos ¢, sin’ t) 0<t<2x
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Losning: Losning: arean = _U dxdy = jxdy = chost- 3sin’¢-costdt =
D
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De tva Ovriga satserna utgors av formler som ger samband mellan dels flédesintegraler
och trippelintegraler, dels flodesintegraler och kurvintegraler. Innan dessa presenteras
behover vi tva nya begrepp:

For ett vektorfalt F definierar vi

e Divergensen for F: divF:ﬁ+@+@
& &

e Rotationen for F: rotF:(@—@,@—@,@_ﬁj
&y & & & & &

Namnet rotation kommer fran det faktum att om faltet F representerar flodeshastighet
kommer partiklar i flodet att tendera att rotera kring en axel med riktning rotF.
(detta ar naturligtvis en lokal utsaga, faltets rotationstendens varierar i rummet.)

Divergensen, a andra sidan, kan visas vara ett matetal fér produktionen av det
strommande mediet i en given punkt. Man kallar for évrigt falt dar divF =0 for kallfria.

Vi kommer att atminstone troliggoéra den sa kallade divergenssatsen som med hjalp av
just divF ger oss dnnu ett satt att berdkna flodesintegraler:

|| F-Nas=|| divF dxdydz

K K

Har ar F differentierbart och K ett kompakt omrade med rand ¢K orienterad med
utatriktad normal.

Divergenssatsen kan ibland innebéra vasentliga forenklingar vid berdakning av
flodesintegraler.

Exempel: Berikna flédetav F = (3xy2,xez .z ) ut fran ytan av cylindern

y?>+z> =1, begrdnsad av planen x=—1och x=2

Losning: Det ar inte svart att parametrisera cylinderns yta, men med tanke
pa hur F ser ut kommer dubbelintegralen antagligen att bli besvarlig.

Vi anvander i stallet divergenssatsen som sager att flodet i detta fall blir
JJJ (3y2 + 3zz)dxdydz dar K forstas ar cylindern.

K

Genom att forst integrera i x-led och sedan anvanda poldra koordinater far

vi integralen 9 ﬂ 7 drd9:977;
0<r<l
0<0<2r7



Till slut studerar vi Stokes’ sats som ar en utvidgning av Greens formel; den ger oss en
mojlighet att berakna kurvintegraler av vissa slutna kurvor i rummet genom att i stillet
berdkna en flodesintegral:

¢ u-dr= [, (rotw)-NdS

Har ar u ett vektorfalt med differentierbara komponenter och Y ett orienterat ytstycke
med orienterad rand dY.

Att randen dr orienterad betyder att en normalvektor som ror sig i positiv riktning langs
randen har ytan till vanster om sig.

Orienteringen ar viktig och ibland inte sjalvklar.

Exempel: Berakna [. F-drdar F = (—y? x,2z%) och C ar skdrningen
mellan planet y + z = 2 och cylindern x? + y? = 1. C genoml6éps motsols
om man betraktar den fran ovan.

Losning: Vi vill anvdanda Stokes’ sats och berdknar darfor rotationen for F:
rot F = (0,0,1 + 2y).

Nar vi med hjalp av detta skall stdlla upp en ytintegral kan vi vdlja mellan
olika ytor; det enda kravet ar att ytans rand skall vara identisk med C. I det
har fallet verkar det rimligt att anvdnda planet y + z = 2 som
parametriseras r = (x,y,2 —y) sdattr’, x r', = (0,1,1).

Pa sa satt har vi korrekt orientering; var normal pekar uppat.

Vifar [, F-dr = [f, (rot F)-NdS = ffx2+y2=1(0,0,1 + 2y) - (0,1,1)dxdy.
Y ar alltsa den del av planet som ligger innanfor cylindern.

Med hjalp av poldra koordinater (eller ett symmetriresonemang)
bestdmmer man latt den erhdllna dubbelintegralen till 7.

Notera att vi har hade mojlighet att direkt bestdmma enhetsnormalen till

(0\’/15’1). Detta hjalper dock foga, ty (rot F) - N = 227 och det

\/E )
krdvs dnda en parametrisering for att berdkna ytintegralen.

planet, N =



