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Oversikt lasvecka 5

Tidigare i kursen har vi gradienten till en funktion av flera variabler. Den har veckan
stoter vi pa det omvanda problemet: givet ett vektorfalt F, finns det en funktion U sddan
att VU = F'? Om svaret ar ja, sags faltet vara konservativt, och funktionen U kallas
potential.

De flesta falt ar inte konservativa. Antag namligen att ' =(P,Q) ar konservativt sa att
det finns ett Umed U, =P, U, =Q.Ddédrju U] =P, och pd samma sitt U}, =(,. Men
de blandade andraderivatorna ar lika om P och Q ar av klass C2. Vi kan allts3 dra

e - o o %
slutsatsen att om F = (P,Q) ar konservativt sd maste — = %

Detta ar ett ganska starkt krav pa vektorfaltet, och det visar sig att det inte ens ar
tillrackligt for att det skall finnas en potential.

Exempel: Ar faltet F = (x2 y,—2xy) konservativt?

Losning: Vi provar: I _ x°, iy —2y. Alltsa nej!
& o

Exempel: Ar faltet F = (2xy +cos2y,x> —2x sin2y) konservativt?
Losning: Vi provar: iz =2x—2sin2y, % =2x—2sin2y. Kanske!

Om det finns en potential U, sd maste U, =2xy + cos2y och foljaktligen
U=yx>+xcos2y+ h(y). Deriverar vi detta U med avseende pd y far vi
U, =x*—2xsiny+ h'(y) som ir = F, om vi véljer h'(y)=0.

Svar: F ar konservativt med potentialen U = yx* + xcos2y + C

For tredimensionella falt finns pa samma satt nodvandiga krav for att faltet skall vara
konservativt och konstruktionen av en eventuell potential f6ljer samma monster. Se for
ovrigt exemplet langst ned pa nasta sida.

Aterstoden av kursen Agnas at tva nya begrepp: kurvintegral och ytintegral. Av den forra
finns det tva typer.

Kurvintegral av skaldr funktion
Givet en kurva och en reellvard funktion f kan man definiera kurvintegralen j fds.

7
En sddan integral beraknas genom att kurvan parametriseras, (¢)= (x(t), y(t),z(t)).



r’(tjdt, eftersom, som vi sett tidigare, ds = |r’(tjdt. P& detta

Man fir dd | fds= | £(:(0))

satt overfors kurvintegralen till en enkelintegral, som dtminstone under lyckliga
omstandigheter kan berdknas.

Exempel: Beridkna J fds dar f(x,y,z)=xyz och y parametriseras
4
r(t)=(22t,3t) 0<r<2
Losning: ‘r’(t] =12+22+32 =414
sa | fds= Tf(r(t))- Ir(¢ et = jt-2t- 3m/ﬁdr:6ﬂj £ dr =24-14
v
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Kurvintegral av vektorfailt

Givet en kurva och ett vektorfalt F kan vi berdkna kurvintegralen J Fedr
- 4
(skaldarprodukt!) som vi ofta skriver J Fdx+ F,dy + F,dz.

/4
Aven denna kurvintegral kan éverforas till en enkelintegral genom parametrisering;

man far da I Fedr= ji F (r(t))o r'(1)dt

a

Exempel: Beridkna _[ Fedr dar F =(x,y,z)och y parametriseras
Ve
r(t)=Q2t+1,¢3t-1)

Losning: kurvintegralen blir: J- (t+1,1,3t—1)e(2,1,3)dt = j- 14t-1dt=6

0 0

Kurvintegralen J F e dr kan ocksa berdknas pa andra, och ibland betydligt behagligare

/4
satt. Om namligen F ar konservativt med potential U fungerar den senare som en slags

primitiv funktion.
Det géller att om kurvan léper fran punkten p_, , till punkten p,  ar

J' Fedr= U(pslut)_ U(pstart)

/4

2
Exempel: Beridkna _[ 2xInzdx +3y’zdy + [x_ + y3JdZ dar y ar kurvan
z

V4
r(t)= 1+sin£,tz—t+l,l+1 ,0<1<1
2

Losning: En parametrisering verkar motbjudande. Det blir betydligt enklare
om vi hittar en potential till faltet.



Visoker alltsd ett Umed U, =2xInz = U=x’lnz+h(y,z) = U, =

D[

2
Alltsd maste %z 3’z = h=yz+k(z) = U= Xy K'(z)
z
S& vi fir en potential om vi viljer k=0 och U blir =x’Inz+ y’z

Och darfor blir
2

I 2xInzdx + 3y22dy+£x—+y3sz = U(2,1,2)— U(1,1,1)= 4In2+2-1
z

4

Ytterligare en metod att berakna J F e dr introduceras i kapitel 16 i samband med
/4
Greens formel.

Ytintegraler

Giveten yta Yirummet och en funktion f(x,y,z) kommer vi att studera ytintegraler,
” fdS dar dS ar det sd kallade ytelementet.
Y

Genom att parametrisera ytan med tva parametrar u och v, 7(u,v)= (x(u,v) y(u,v)z(u,v))
kan man overfora ytintegralen till en dubbelintegral.

Man har nimligen dS =|r, x r/|dudv och darfor

JJ fdS= _U f (x(u,v), y(u,v),z(u,v))
Y D
dar D star for det omrade i (u,v)—planet som via parametriseringen genererar ytan Y.

/ /
7l x rv|dudv,

Parametriseringen ar inte alltid trivial, och det finns dessutom flera alternativ som
sinsemellan kan leda till helt olika typer av svarigheter i den uppkomna
dubbelintegralen.

Men ofta ar ytan en funktionsyta z= f(x,y) som enkelt later sig parametriseras genom

(. /()
[ detta fall blir 7/ x 7/ =(1,0,/7)x 0.1 f; )= (~/},/;-1) och dS = \/( fI) + (f;)2 +1 dxdy

Exempel: Berdkna _U (4-z)dS dar Yarytan z=4—-x>—)% x’+)’<4
Y

Losning: Y ar en funktionsyta z = f(x,y) och vi kan anvanda parametrisera
genom (xoyaf(x’y))
Vi far da

H (4-z)dS = J] (4—zn1+4x* + 4y dxdy = ﬂ (x2 +y? Wl+4x® + 4y’ dxdy =
Y

x2 +y2£4 x2 +yZS4



= 27zj r*A/1+ 47* rdr som berdknas pa vanligt satt.

0

Pa vissa enkla ytor kan man slippa parametrisera och till exempel utnyttja att JJ ds

Y

betecknar arean av ytan.

Exempel: Berdkna JJ zdS dar Y ar en sluten cylinder med radie 3 kring z-
Y
axeln fran z=0till z=15

Losning: Har bestar ytan av tre olika stycken som maste behandlas var for
sig. Vikallar dem Y, Y,,Y, dar Y, ar sjalva cylindern.

Y, parametriserar vi r(¢,0)=(3cos 6,3sin6,7) sa att

1/ %13 =(0,0,1)x (-3sin6,3cos 6,0) = (3cos 6,3sin 6,0) sa att |/ x r;| = 3 och

|) zas="|) 13aa6=675x

Y, 0<t<15
0<0<27

P4 "bottenstycket” ar z=0sa || zdS=0
Y, B B
Slutligen, pa "locket” ar z=15 sa _U zdS=15 _U dS =15-(arean av locket)=
Y, Y,

=145n

Svar: 810z«



Vi kommer nu till en viktigt tillimpning av ytintegraler. Utgangspunkten ar ett vektorfalt
F som beskriver med vilken riktning en vatska strommar i ndgot medium och hur
mycket av denna vatska som per tidsenhet strommer igenom ett membran.

Detta membran motsvarar en yta i rummet och den efterfragade flodeshastigheten visar

sig ges av ytintegralen JJ F-NdS dar N ar ytans enhetsnormal.
Y
Detta ar en ytintegral av den typ vi studerat i foregdende avsnitt, men situationen ar
faktiskt lite battre dn sa.
Uttrycket 7/ x 7/ som vi anvander for att fa grepp om ytelementet dS, ar ju i sjdlva verket

! !

) . ) r'xr .
en normalvektor till ytan varfor vi kan skriva N = |”,—V, och darmed
r Xr
u v

! !
r,Xr,

J;[F~NdS=J;|.F~

' ’
v, Xr,
’
v

dudv = [| F- (! x ') dudv
Y

’
v, Xr

Flodesintegraler kan alltsa berdknas genom att den givna ytan parametriseras, men man
slipper storheten |/ x /| som ofta orsakar svarigheter i den uppkomna dubbelintegralen.

[ situationer dar man ombeds berdkna floden som ovan dar membranet alltid orienterat;
man vill veta flodet fran en given sida av membranet till den andra. Man pratar darfor
om ytas positiva respektive negativa sida, och definierar den positiva sidan som den som
normalen pekar at. Vilken sida som blir positiv beror darfor pa vilken parametrisering
som gors, och det ar inte alltid latt att forutsaga. Men det ar ocksa latt att korrigera, sa
det enda som egentligen kravs ar att man efter gjord parametrisering kontrollerar att
normalen pekar at ratt hall.

Exempel: Berdkna flodet (x,y,z+1) uppdt genom ytan z=1-x’—»* z>0

Losning: Vi anvander den naturliga parametriseringen

r(x,y)= (x,y,l—x2 —yz) som ger 7. x 7 =(2x,2y,1)

Normalen pekar uppat och vi far flédet till

JJ F-NdS= JJ (x,y,z+ 1)- (2x,2y,1)dxdy = JJ 2x% +2y* + z+ ldxdy

Y x2+y2§l X2+y2§l
Hér dr ju z=1-x"—y” och dubbelintegralen beriknas litt med polira
koordinater.



