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Oversikt forelasningar lasvecka 2

Denna vecka dgnas nastan uteslutande at problemet att hitta storsta och minsta varden till en
funktion av flera variabler.
Vi kommer att studera tre olika situationer, var och en krédvande sitt speciella angreppssétt.

1) Lokala max och min
2) Max och min pa kompakta mangder
3) Max och min med bivillkor

For funktioner av en variabel brukar man som bekant losa ekvationen f'(x)=0 fér att hitta
punkter dar f(x) eventuellt har ett extremvarde.

Motsvarigheten for en funktion av tva variabler, f(x,y), &r att man léser

f,=0

f;=0

En losning till ett sadant system kallas for stationar punkt.

Ekvationssystemet {

En stationdr punkt kan vara ett lokalt maximum eller minimum, men ocksa en sa kallad

sadelpunkt, som &r varken eller. Ett typexempel pa en sadelpunkt &r origo till funktionen
2

f(xy)=x" -y




Lokala max och min Adams 13.1

Vi kommer under veckans forsta forelasning reda ut hur man hittar lokala extremvérden till en
funktion av flera variabler (i de flesta fall tva), vilket i stor utstrackning gar ut pa att soka upp
stationéra punkter och bestamma karaktaren hos dessa.

Grunden for denna process laggs i avsnittet om Taylorutvecklingar, ett begrepp som
naturligtvis dven har manga andra anvandningsomraden.

Karaktaren av en stationar punkt avgors av de tre andraderivatorna pa foljande vis:

A= T,

Lat 1B = f,; och infor den kvadratiska formen Q(h,k)= Ah* +2Bhk +Ck?.
C — f"
Yy

Nu galler (i stort) att
om Q <0 har vi ett lokalt maximum.

om Q >0 har vi ett lokalt minimum.
om Q antar bade positiva och negativa varden har vi en sadelpunkt.

y
Exempel: bestidm alla lokala extremvarden till f(x,y)= (x2 + 2y)e2

Losning: vi bestammer forst stationdra punkter genom att 16sa
y

{fx':o - 2xe2 = 0
1 ¥ y
fy=0 2e? +%(x2+2y)e2 =0

Ur den Gvre ekvationen far vi att x maste vara = 0; det anvander vi i den nedre
ekvationen och far att y maste vara =—2.

Den enda stationara punkten &r allts& (x,y)=(0,-2)

Anmarkning: bestamning av stationara punkter leder till ett ekvationssystem
som nastan alltid &r olinjart. Det finns ingen universell metod att l6sa sadana,
och i manga fall ar de mycket svara. Man lyckas dock ofta genom att faktorisera
de ingaende uttrycken.

Vi bestéammer sedan andraderivatorna:

y
A= f, = Zej A = 2
B = f, = xe2 1(xy)=(0-2)blir{B = 0
2 y _ -1
c = fr = |24 Y )2 c = e
W 4 2

Alltsa blir Q(h,k)= (2h2 + kz)e‘l som uppenbarligen &r > 0.
Punkten (x,y)=(0,—2) &r féljaktligen ett lokalt minimum.



Max och min éver kompakta omraden Adams 13.2

Ibland stélls man infor problemet att hitta ett storsta eller minsta varde for en funktion 6ver ett
specifikt omrade. Exempel: hur stort kan x + 2y bli om x* +y* <1?

Om det angivna omradet ar kompakt, dvs slutet och begransat, underlattas undersékningen, ty
da vet man fran borjan att ett storsta eller minsta varde existerar, och man kan ocksa ganska
val beskriva var man skall leta.

Problemet &r alltsé: sok storsta och minsta vérde for f(x,y) p& det kompakta omradet D. En
punkt dar ett sadant max eller min antas maste vara

a) en stationdr punkt i det inre av D.
b) en randpunkt till D.
c) en hornpunkt till D.

Efter hand far man en vixande lista av ’kandidater” till max och min, och nér listan ar klar
behdver man bara jamfora funktionsvardena. Det ar alltsa inte nddvandigt att for varje punkt
reda ut huruvida man hittat ett lokalt extremvarde och om det i sa fall & max eller min, vilket
forkortar arbetet avsevart.

Exempel: Bestdm storsta och minsta vérde till f(x, y)= yZ + (x2 —1)y pa
triangeln med hér i (2,2), (-2,-2) samt (2,-2)
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Losning: Vi kallar triangeln for D och soker forst stationdra punkter i det inre
av D.

{f;:o { 2xy
) N
f, =0 2y+x°-1 = 0

I
o



Vi far tva fall, beroende pa om x ellery & =0.
x =0 i den nedre ekvationen ger y = %

y =0 iden nedre ekvationen ger x =+1.
S& vi har tre stationdra punkter men bara en, (x,y)=(1,0), ligger i D.

Dérefter betraktar vi randen av D. Denna delas upp i triangelns tre sidor.

Vi studerar sidan langs den sneda linjen x=y:

Satt h(x)= f(x,x)= x>+ x* —x;; vi soker l6sningar till h'(x)=0 i intervallet
—2<X<2.

h(x)=3x*+2x—1=(x +1)3x 1)

Detta ger oss tva punkter, (x,y)=(—1-1) respektive @%)

Man studerar sedan de tva 6vriga tva sidorna dar man pa samma sétt hittar

punkterna (x,y)=(0,-2) respektive (2,—%)

Till sitt gor man en lista med de funna punkterna, tillsammans med tre
hérnpunkter:

f(1L0) = 0
1)

f(-1
1

|
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D
Il
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N
\||°"
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0,

f(0-2) = 6
flo-3) = -8
)
f(2-2) = -2
f(22) = 10

Svar: storsta varde ar 10, minsta vérde ar —%

Om omradet inte ar kompakt blir undersokningen genast svarare, men man kan ibland genom
att betrakta den aktuella funktionen andéa dra de slutsatser som Kravs.

Exempel: har f(x,y)=e™ " nagot storsta eller minsta vérde i R??

Losning: omradet ar inte kompakt eftersom det ar obegransat. Emellertid ser vi
pé& funktionen att 0 < f(x,y)<1 (negativ exponent), att f(0,0)=1, samt att

lim f(x,y)=0.

x2+y? o
Vi kan alltsd dra slutsatsen att f(x,y) har ett storsta varde =1, men att minsta
varde saknas.



Max och min med bivillkor Adams 13.3

Det tredje och sista fallet vi studerar kallas optimering med bivillkor. H&r letar man efter
storsta och minsta varde av en funktion pa en méangd som i tvavariabelfallet ofta utgors av en
kurva och i trevariabelfallet av en yta. Man kan till exempel fraga sig hur stort x+ 2y kan bli

om det galler att x* +xy + y* =1.

Bivillkoret kommer att beskrivas av en eller flera ekvationer av typen g(x, y): 0. Man kan

visa att under vissa forutsattningar kommer max och min att antas i en punkt dar gradienterna
ar parallella.

Exempel: Bestdm storsta och minsta varde till f(x,y,z)=8x—4z om
x* +10y? +z? =5.

Losning: Satt g(x,y,z)=x*+10y® + z2. Bivillkoret kan alltsé skrivas g =5och
bildar har ett kompakt omrade (en ellipsoid), och storsta och minsta varde
kommer att antas i punkter dar grad f // grad g.

Vi skriver grad g = A(grad f ) och fér féljande ekvationssystem:

2x = 84

20y = 0

21 = -47

x? +10y° +2° = 5

Vid losningen av ett sadant system vill man gérna eliminera A vars varde sallan
ar intressant.

Ur de tre forsta ekvationerna far vi att y=0, x=-2z; det sétter vi ini den
sista: 4z2°+2°=5 = z°=1 och hittar pa detta vis tva punkter, +(2,0,-1)

Svar: storsta varde ar f(2,0,-1)= 20, minsta véarde ar f(—2,0,1)=-20

Man maste vara noga med att kontrollera forutsattningarna innan man borjar rakna med
parallella gradienter. Om man till exempel vill hitta stérsta och minsta vérde till en funktion
f(x,y,z) paett plan, ax + by + cz = d, ar omradet inte langre kompakt (planet ar ju
obegransat), och da &r det inte ens sakert att storsta och minsta vérde existerar. Ofta maste
man i det l1&get hitta helt andra metoder.



