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Oversikt forelasningar lasvecka 3

Det tredje kapitlet i kursen behandlar dubbel- och trippelintegraler.

b
Den integralen vi kanner till fran envariabelanalysen, I f(x)dx, kan ju ofta ses som arean
a

under y = f(x) mellan x=a och x=b. Det ter sig da naturligt att utvidga begreppet till en
funktion av tva variabler och med H f(x, y)dxdy beteckna volymen under z = f(x,y) 6ver
E

omrédet E i (x,y)—planet.
Detta later sig naturligtvis inte goras lattvindigt; det ar inte sjalvklart vad man skall mena med

volymen av ett oregelbundet omrade i rummet och dubbelintegralen H f(x,y)dxdy méste
E

definieras med liknande resonemang som for enkelintegralen.

Men tolkningen av dubbelintegralen som en volym kan anda vara ett stod for den intuitiva

forstaelsen.

Precis som for enkelintegraler visar sig J'J' f(x, y)dxdy vara ett valdefinierat tal for en ganska
E

vid klass av funktioner; till exempel duger alla kontinuerliga funktioner.

Man beréknar oftast J'J' f(x, y)dxdy genom sa kallad itererad integration. Det betyder enkelt
E

uttryck att man integrerar forst med avseende pa den ena variabeln och sedan med avseende
pa den andra. I det enklaste fallet & omradet E en rektangel.

0<x<
Exempel: Berdkna ﬂ xe™ dxdy dar E ges av
E 0 <

Losning: Vi integrerar forst med avseende pa y. (Vi kan vélja vilken vi vill,
men rékningarna blir i detta fall enklare om vi borjar med y.)

nylxexydy = [exy ]ﬁ) =e” —1. Det innebér att H xe dxdy = Tex ~1ldx=€e’-3
y=0 E x=0

Om E &r mindre regelbundet kan integrationen bli besvérligare. Helst vill man kunna beskriva

o)<y <olx)

a< x <b

omradet pa foljande sétt: { (det gar forstds bra om x och y “byter roller”).

Man integrerar da forst med avseende pa y och sedan pa x, och det ar viktigt att man har
konstanta gréanser for x.



Exempel: Berakna H e > ¥ dxdy dar D ar omrédet x>0, y>0, 2x+3y <6
E

0< vy SZ—%X
0< X <3

Losning: Vi beskriver omradet som
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Férsta integralen: I ey =| —Ze ¥ —Z(e>-e?)
2o 3 .o 3

Dérfor blir .[Eje‘zx‘” dxdy = %:Jj:e‘zx —e%dx= %(1— 7e°°)

Ibland kan man beskriva omradet pa tva olika satt, dar man pa det ena sattet forsta integrerar
med avseende pa x, och pa det andra forst med avseende pa y. Det kan vara en smaksak vilket
man foredrar men det finns manga fall dér det ena sattet leder till betydligt enklare rakningar,
och det forekommer att en beskrivning leder till en omgjlig” integral.

Exempel: Berdkna H e dxdy dér E ér triangeln med horn i punkterna
E
(0), (0,~1) samt origo.

Losning: Har maste vi beskriva omradet sa att vi forst integrerar med avseende
pa x; annars stalls vi infor uppgiften att hitta en primitiv funktion till eV,



—y<X<
Alltsa: E ges av{ Y y
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X=y _ ,
Forsta integralen: fe‘yzdx = [xe‘yz tiy =2ye™ och darfor blir

X=-y

ﬁeydxdy ijeydy[ ]_0_1_E

y=0

| envariabelanalys anvander man sig av variabelsubstitution for att klara vissa besvarliga
integraler.

Man kan byta variabler dven i dubbelintegraler, men syftet &r i férsta hand att skapa ett
enklare omrade.

Det vanligaste bytet ar att infora poléara koordinater.

Da man infor nya variabler, sag u och v, maste man aven byta areaelementet, dxdy enligt

dxdy = d(x, y) dudv dar d(x, y) ar beloppet av den sa kallade funktionaldeterminanten
d(u,v) d(u,v)
OX 0OX
a0 =rcosé
d(x, y) —|ou . For poléra koordinater {X __galler att d(x, y) =r

y=rsiné d(r,6)
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Exempel: Berdkna ﬂ%dxdy dar E ar det inre av enhetscirkeln.
I+ X" +y

X =
Losning: Vi byter till poléra koordinater, {y i och far

’ ?sin’ 0<r<i1
ﬂ )é dedy:ﬂr szerdrde dar F ges av
g1+ x4y S L+r 0<6<2x

Den nya integralen kan beréknas som produkten av tva enkelintegraler:

2 A 1 3 2z
[[50 rdrag = [ 2olrjsinzeolez—”(l‘'”2)
e 1+r ol+re o 2

Med tre variabler far man foga dverraskande trippelintegraler, och sadana beraknas enligt
samma princip, alltsa itererad integration.

Hér kravs foljaktligen tre integrationer efter varandra. Man kan sjalv vélja vilken ordning
variablerna “integreras bort”, men i de allra flesta fall 4r integranden och omradet sddant att
man borjar med z.

Efter den forsta integralen uppstar en dubbelintegral och det omrade som den
dubbelintegralen skall berdknas dver &r projektionen av det ursprungliga omradet pa

(x,y)—planet.
Det galler alltsa att ha en klar bild av det ursprungliga omradet, en uppgift som inte alltid ar
trivial.

Exempel: berdkna m xydxdydz dar E ar tetraedern med horn i
E

(0,0,0), (1,0,0), (0,2,0), (0,0,3)

Losning: tetraedern begrénsas av de fyra planen x=0, y=0,z=0 samt
6x+ 3y +2z =6, dar man hittar det sista planet tack vare goda kunskaper i
linjér algebra.



2mo

Om vi nu integrerar forst i z-led far vi intervallet 0 < z <3-3x —gy och

3
3-3x——
2y

integralen 'fxydz = xy(3 —3x— g y) (integranden &r ju konstant).
0
Alltsa blir m xydxdydz = %_U 6Xy —6x%y —3xy* dxdy .
E F

Omrédet F &r projektionen av E ner pd (x,y)—planet. F blir d& en triangel som
begransas av linjerna x =0, y =0 samt y =2 —2xX.
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y=2-2X
Den andra integralen blir darfor .|.6xy —6x°y —3xy? dy. Resultatet blir ett
y=0
uttryck i x som till sist skall integreras fran 0 till 1. Rdkningarna ar enkla men
dryga.



