
TENTAMEN I FLERVARIABELANALYS FÖR I2, MVE270 
16:e mars 2019 

 
Svar och kortfattade lösningar 

 
 

 
1.  Svar:   𝑥 − 2 − 2(𝑦 − 1) + 2(𝑧 − 1) = 0 

 
 

2. Svar:  största värde är √5, minsta är −√5 
 
 

3. Svar:   ∫ /∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥(345)675
38 95

: 𝑑𝑦 
 
 

4. Svar:  𝑓 = 𝑔(3𝑥 + 𝑦) där g är en differentierbar funktion av en variabel. 
 
 
 

5. Svar:  8 + 2 ln 4.    (potentialen är 𝑈 = 𝑦𝑥B + 𝑦 ln 𝑧) 
 
 
 

6.    
a. Derivering med avseende på t ger 𝑥𝑓5C(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) + 𝑦𝑓BC(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

Sätt 𝑡 = 1 
 
 

b. Tangentplanets ekvation i punkten E𝑎, 𝑏, 𝑓(𝑎, 𝑏)H blir  
 𝑓IC(𝑎, 𝑏)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓6C(𝑎, 𝑏)(𝑦 − 𝑏) − E𝑧 − 𝑓(𝑎, 𝑏)H = 0 
 
Denna ekvation satisfieras alltid av 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0, ty vänsterledet blir då 
 𝑎𝑓IC + 𝑏𝑓6C − 𝑓(𝑎, 𝑏)  som är = 0 enligt ovan. 
 
 

7. Inför nya variabler, J
𝑠 = 𝑥 − 𝑦
𝑡 = 𝑥 + 𝑦.      Då blir   LM(N,O)

M(I,6)
L = 2 

 
Den givna integralen, I, kan då skrivas  ∬ −𝑠𝑒NO 5

B
𝑑𝑠𝑑𝑡R   där E är området 

J−1 ≤ 𝑠 ≤ 1
−1 ≤ 𝑡 ≤ 1 

 
Den inre integralen är ∫ − 5

B
𝑠𝑒NO𝑑𝑡5

45 = 3TU43U

B
  och 𝐼 = 5

B ∫ 𝑒4N − 𝑒N	𝑑𝑠5
45 = 0 

 
 



8. Låt -C vara kurvan C med omvänd orientering och lägg till K: 𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 
 
På ”K-C” kan vi då använda Greens formel: 
 
 ∫ (𝑒I − 𝑦B)𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦Y4Z = ∬ 3𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦[ = \]

^
  där D är området innanför ”K-C” 

 
Vi har också ∫ (𝑒I − 𝑦B)𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦Y = ∫ 𝑒I𝑑𝑥]

: = 𝑒] − 1 
 
Med hänsyn taget till orientering får vi till slut: 
  
 ∫ (𝑒I − 𝑦B)𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦Z = 𝑒] − \]

^
− 1 

 
 

9. Låt den givna ytan vara Y, och lägg till B: _𝑥
B + 𝑦B ≤ 2
𝑧 = 0

 

 
Ytan ”Y+B” är då sluten och vi kan använda divergenssatsen:  
Flödet ut från ”Y+B” blir = 𝐼 =∭ 𝑑𝑖𝑣𝐹𝑑𝑉R =∭ 2𝑧𝑑𝑉R  där E är området innanför 

”Y+B”.   Eftersom ∫ 2𝑧𝑑𝑧B4Ie46e

: = (2 − 𝑥B − 𝑦B)B blir  

 𝐼 = ∬ (2 − 𝑟B)B𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃:hih√B
:hjkB]

= 2𝜋 ∫ 4𝑟 − 4𝑟\ + 𝑟l𝑑𝑟√B
: = m]

\
 

 
På B använder vi att 𝑁 = (0,0,−1) och flödet ner genom B blir därför  
 = ∬ −𝑥𝑦𝑑𝑆p = 0 av symmetriskäl.  
 
Så flödet upp genom Y blir m]

\
 och flödet ner genom Y  − m]

\
 

 
 

10.  Området är inte kompakt men vi ser att 𝑓 ≥ 0 på området och till  
exempel 𝑓(0,0) = 0 så minsta värde är = 0. 
 
Skär av området med en linje 2𝑥 + 3𝑦 = 𝐶 där C är något stort tal. På den linjen är  
𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝐶 ∙ 𝐶 ∙ 𝑒4Z 		→ 		0		 då  𝐶 → ∞. Vi kan alltså välja C så att f ligger godtyckligt 
nära 0 bortom linjen. Eftersom 𝑓 = 0 på axlarna följer det att funktionen har ett 
största värde innanför det beskurna området och att detta största värde antas i en 
stationär punkt.  
 

Vi har  v
𝑓IC = 𝑦𝑒4BI4\6 − 2𝑥𝑦𝑒4BI4\6

𝑓6C = 𝑥𝑒4BI4\6 − 3𝑥𝑦𝑒4BI4\6    och den sökta punkten är (𝑥, 𝑦) = /5
B
, 5
\
9 

 
Svar: minsta värde är = 0, största värde är = 5

w3e
 


