MATEMATIK

Chalmers Tekniska Hogskola Tentamensskrivning: MVE275 Linjir algebra AT, 7,5 hp
Datum: 2010-10-18 kI 8.30-12.30

Skriv ditt speciella tentanummer Hjéilpmedel: Inga hjdlpmedel, inte heller miniridknare.

pa varje inlimnat papper. Telefonvakt: Ragnar Freij 070 3088304

Obs. Alla l6sningar skall motiveras om inte annat sdgs. Losningar ldggs in pa kursens webbsida
senast dagen efter tentan. Skrivningarna berdknas vara fardigrittade den 29:e oktober. Resultatet
meddelas per epost. Tid for tillfdlle till granskning av rittningen anges pa hemsidan nér skrivningarna
ar fardigrittade. For betyget 3 kravs 20p, for betyget 4 kridvs 30p och for betyget 5 kravs 40p, alla
poing inklusive eventuell bonus. Lycka till!

1. (a) Antag att A dr en symmetrisk n X n-matris. Bevisa att om man har tva egenvektorer till A
som svarar mot olika egenvirden sa #r vektorerna ortogonala. (6p)

(b) Antag vi har en symmetrisk 3 x 3-matris med egenvérdena 1 och 0, dir egenrummet som
svarar mot egenvirdet 1 ges av planet 1 + 325 + 5x3 = 0. Ange en egenvektor som hor till

egenvirdet 0. (2p)
2. (a) Bevisa Pythagoras sats 1 R" dvs att
[+ vi* = ffull* + v
giller om och endast om u och v ér ortogonala. (2p)
(b) Hirled ett villkor pa u - v for att man skall ha likheten (1p)
o = v[f* = [[ul* = [|v]*
(c) Bevisa att om u och v ir tva vektorer i R™ sa giller (2p)
a4+ v = flu—v]

om och endast om u och v ir ortogonala.

3. Hir kommer 8 pastaenden.Vilj ut hogst 6 av dem och ange utan motivering for vart och ett
om det ir sant eller falskt. Det blir +1p for varje ritt svar och -1p for varje felaktigt svar. Ar du
osidker kan det alltsa vara béttre att svara pa firre 4n 6 av dem #n att riskera att ge ett felaktigt
svar. Totalpodngen pa uppgiften kan dock inte bli negativ.

(a) Om A dr en matris med fem rader och systemet Ax = b har entydig 16sning for alla b i R®,
sa har A exakt fem kolonner.

(b) Om systemet Ax = 0 bara har den triviala I6sningen, sa dr kolonnerna i A linjdrt beroende.
(c) Varje egenvirde till en matris A #r ocksé egenviirde till A?.

(d) Om A dr en kvadratiska matris s giller: det (AT A) > 0.

(e) Om matriserna A och 2A har determinanterna 1 respektive 8, sa dr A en 4 X 4-matris.

(f) Om L &r en linjdr avbildning av ett vektorrum in i ett annat sa géller L(0) = 0.

(g) Om produkten AB dr en 3 X 4-matris, s vet man att A dr en matris med fyra kolonner.

(h) Antag att H ir ett underrum (eng=subspace) till R%. D4 kan det finnas en vektor v i H
sadan att 3v inte liggeri H.
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Bestdm en ortogonal bas for kolonnrummet till A. Du kan till exempel forst bestimma en god-
tycklig bas som du sedan anvinder for att bestimma en ortogonal bas. (6p)

. Antag att a och c ir tva reella parametrar och att vi har en linjir avbildning 7' : R3 — R?
definierad genom

T(x) = (v1 + 2 + 223, 221 + 322 + 3x3, 371 + 42o + ax3),

ddr som vanligt x = (271, x2,x3). Lat vidare b = (1, 1, ¢). Besvara med motivering foljande
fragor. (6p)

(a) For vilka a och ¢ finns det exakt ett x sa att 7'(x) = b?
(b) For vilka a och ¢ finns det mer 4n ett x sa att 7'(x) = b?

(c) For vilka a och c¢ finns det inget x sé att 7'(x) = b?
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Undersok for vilka vérden pa a som matrisen A dr diagonaliserbar. Bestim for eventuella sadana
a-viirden en matris P och en diagonalmatris D si att A = PDP~! och beriikna sedan A" P for
varje positivt heltal n. (6p)

. Lat Py vara det linjdra rummet av alla polynom av grad hogst 2. Definiera sedan en avbildning
T : P, — R? genom att

(a) Visa att 7" dr en linjédr avbildning. 3p)
(b) Bestim avbildningens matris da vi anvinder {1,¢, %} som bas for P, och standardbasen i
R?. (3p)

. En matris A kallas sjilvinvers om A~! = A. Vidare kallas en matris B idempotent om B? = B.
Bevisa foljande pastaenden.

(a) Om A ir sjélvinvers sa dar B = %(I — A) idempotent. (2p)
(b) Om B dr idempotent sa &r A = [ — 2B sjdlvinvers. (2p)
(c) Bestdm en 2 x 2-matris A som &r sjidlvinvers och vars element pa plats (1,1) ar 2. (3p)
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