Losningar till tentan Linjir Algebra AT, den 18:e oktober 2010.

1. (a) Se beviset av sats 7.1 sid 466 i boken.
(b) Eftersom symmetrisk dr egenvektorerna som hor till dem som egenvérdet O ortogonala mot det givna planet.
Det gor att normalvektorn (1, 3,5) dr en sadan egenvektor.
2. (a) Se beviset av Pythagoras sats pa sid 395 i boken .
(b) Vihar
lu=v[|?’=(u-v)-(u=v)=u-ut+v-v—2u-v=|ul>+|v)|*-2u-v
s& vi har den onskade likheten nir u - v = ||v||2.
(c) Likheten kan skrivas
la+v[* = u—v|?
som &r ekvivalent med
[l + [IvI* + 20 v = [[u] + |v]* - 2u- v
vilket intrédffar precis ndr u - v = 0 Detta dr ekvivalent med att u och v &r ortogonala.
3. (a) Sant. Eftersom systemet alltid #r 16sbart &r varje rad i A en pivotrad sa det finn minst 5 kolonner. Men eftersom
16sningarna ir entydiga kan det inte finnas fria variabler. Alltsé dr antalet kolonner exakt 5.
(b) Falskt, de ir linjért oberoende.
(c) Falskt, egenvirdena kvadreras.
(d) Sant, det(AT A) = det(AT) - det(A) = (det(A))2.
(e) Falskt, 8 = 23 s& det dr en 3 X 3-matris.
(f) Sant.
(g) Falskt, det dr B som sikert har 4 kolonner.
(h) Falskt, varje multipel av v liggeri H.

4. For att bestimma en bas 6verfor vi forst matrisen successivt pa trappstegsform:
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Hir ser vi att de tre forsta kolonnerna ér pivotkolonner, vilket betyder att motsvarande kolonneri A = [a;, as, a3, a4]
ger en bas for kolonnrummet, dvs {a;, az, az}. Vi kan nu anviinda ortogonaliseringsprocessen for att bestimma en
ortogonal bas {v1, va, v3}. Vi tar alltsa
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5. Den linjdra avbildningen dr av formen T'(x) = Ax dér
1 1 2
A=12 3 3
3 4 a

Representerar vi b som kolonnvektor svarar fragorna mot att avgora antalet 16sningar till ekvationssystemet Ax =
b. Vi genomfor elementira radoperationer pa systemets utvidgade matris, dér vi i forsta steget subtraherar 2ggr
radl fran rad2 och 3 ggr rad1 fréan rad3.
11 2 1 11
A=12 3 3 ~10 1 -1 -1
3 4 a c 0 1

Dérefter subtraherar vi rad2 fran rad3 och far systemet pa trappstegsform
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Ur detta kan vi avldsa

(a) Det finns exakt en 16sning om a — 5 # 0 dvs a # 5.
(b) Det finns mer dn en 16sning om a = 5 och samtidigt c — 2 = 0dvs ¢ = 2

(c) Det finns ingen 16sning om a = 5 men ¢ # 2.

6. Eftersom A dr triangulir star egenvérdena i huvuddiagonalen. Matrisen A dr diagonaliserbar om och endast om den
har tre linjdrt oberoende egenvektorer. Eftersom 2 forekommer tva ganger i huvuddiagonalen kommer A = 2 att
vara en dubbelrot till den karakteristiska ekvationen. Det avgorande blir da om vi kan fa fram tva linjért oberoende
egenvektorer till egenvirdet 2. Egenvektorerna som svarar mot egenvirdet 2 far vi ur ekvationssystemet

—X1 + 2$2 + 31‘3 = 0
ars = 0

Om a # 0 ger detta att z3 = 0 vilket leder till att egenrummet dr endimensionellt. I detta fall dr alltsd matrisen
inte diagonaliserbar. Om a = 0 &r enda villkoret —z1 + 224 + 3z3 = 0 vilket betyder ett plan genom origo, alltsd
tvadimensionellt. Matrisen #r alltsa diagonaliserbar precis da a=0. Tva linjirt oberoende vektorer som svarar
mot egenvirdet 2 r till exempel [2,1,0]7 och [1,—1,1]T. For att bestimma en matris P behover vi fa fram en
egenvektor till egenvirdet 1 ocksa. Denna skall alltsa viljas som en av 16sningarna till

200 + 3z3 = 0
To + ars = 0
+ x3 = 0

En 16sning dr [1,0,0]7. Nu kan vi definiera matriserna D och P vara genom

1 0 0 1 2 1
D=0 2 0|ochP=|0 1 -1
0 0 2 0 0 1
D4 giller A = PDP~!. Vidare har vi for dessa P och D
1 2 1 m™ 0 0 1 2ntl 2™
A"P=PD"=]10 1 -1 02 0|=10 AL A
0 0 1 0o 0 27 0 0 2n
7. (a) Om p och q bada ligger i P5 sa giller
p(1) +q(1) p(1) q(1)
Tp+a)=| P)+d(1) | =| (1) | +| d1) | =T(p)+T(a)
p"(1) +q"(1) p"(1) q’(1)



Om dessutom c dr en konstant sa har vi

cp(1) p(1)
T(ep)= | ep'(1) | =c| P'(1) | =cT(p)
cp”(1) (1)

Dessa tva egenskaper karakteriserar en linjéir avbildning sa beviset ir klart.
(b) Avbildningens matris ges av [T'(1) T'(t) T'(t?)]. Detta leder alltsa till matrisen
11
1 2
0 2

O O =

8. Observera forst att A #r sjilvinvers dr detsamma som att A% = I.
(a) Antag att A ir sjilvinvers, dvs A2 = I. D4 giller

1 1 1 1
B? = Z(I—A)2 = Z(F—M—AHA‘Z): A=A+ =S(I-A)=8B
Alltsa dr B idempotent.
(b) Antag nu istillet att B dr idempotent, dvs B2 = B. Da har vi A2 = (I — 2B)?> = [ — 2B — 2B + 4B? =
I — 4B 4+ 4B = I sa A ar sjélvinvers.



