Losningar till tentan Linjar Algebra AT, den 13:e januari 2011.

1. (a) Se borjan av sid 135 i boken.
(b) AB
(c) Se beviset av (b) sidan 138 i boken.

2. (a) Se definitionen pa sidan 254 i boken.
(b) Se beviset av sats 7 pa sidan 262 i boken

3. (a) Sant. Eftersom systemet alltid &r 16sbart 4r varje rad i A en pivotrad s& da finns minst 6 kolonner.
(b) Falskt, de dr linjért beroende.

(c) Falskt. Eftersom det finns en 16sning som innehaller exakt tre parametrar, har systemet bara 7-3=4 pivotkolon-
ner. Da finns det pivotelement i bara fyra av raderna sa systemet 4r inte alltid 16sbart.

(d) Sant. Om Av = \v sé giller A%v = A(Av) = A(\v) = MAv = \?v.

(e) Falskt, 0 avbildas pa 0.

(f) Sant. For 2 x 2-matriser giller det (3A4) = 32 det A.

(g) Sant. Om B = [by ...b,] och det finns tal ¢y, . . ., ¢, som inte alla &r O s& att

Clb1+...+0nbn:0

sa giller ocksa
ClAbl +...+ C,LAb7L = A(Clbl +...+ C”bn) =A0=0.
Eftersom Abq, ..., Ab,, dr kolonnerna i AB ir dessa ocksa linjirt beroende.
(h) sant. Den forsta produkten ir av typen 1 x n ggr n x 1 sa resultatet &r av typen 1 x 1, dvs ett tal. Den andra
produkten av typen n X 1 ggr 1 X n sa resultatet dr av formen n X n.

4. Vi overfor forst matrisen successivt pa trappstegsform:

001 2 1 001 2 1 1 21 0 1
A_| 121001 1 21 0 1 001 2 1
24323 7loo121|7 o001 2

36 3 15 00012 0000 0

Hir ser vi att kolonnerna &r 1,3 och 4 &r pivotkolonner, vilket betyder att motsvarande kolonner i den ursprungliga
matrisen ger en bas for kolonnrummet.

En bas for radrummet far vi genom de tre forsta raderna i den trappstegsreducerade matrisen.
Rangen for en matris ges av antalet pivotkolonner dvs i detta fall dr rangen 3.

Nollrummet bestdms av 16sningarna till systemet Ax = 0. Eftersom systemet dr homogent paverkas inte hogerledet
nér vi genomfor elementéra radoperationer sa nollrummet ges av 16sningarna till

1 + 2xe + w3 + 5 = 0
T3 + 2174 + Is = O
Ty —+ 21‘5 = 0
Detta har 16sningarna
xry = 721’2 — 4585
T2 = T2
r3 = 3zs
Ty = — 2.’E5
Tr5 = Ts5

vilket pa vektorform kan skrivas

-2 —4

1 0

X = 2o 0| +x5 3
0 -2

0 1

och dessa tva vektorer ger en bas for nollrummet.



(a) Vi borjar med att bestimma en ortogonal bas for W. Latu; = vy = [1111]7 och

(b)

(a)

(b)

(a)

(b)

. 8
V2 ! 111:V2—*U1:[—2 —103]T.
u; - up 4

Ug = Vo —

Detta ger en ortogonal bas for W och vi kan da rikna ut projektionen av y pa W genom

. . 4 —14
y u1+y i UQZ*U1+7112:U1—112:[321—Q]T.
u; - u; us - Ug 4 14

Avsténdet ges av lingden av vektorn y — projy = [214 —3]7 — [321 —2]T = [-1 —1 3 —1]T som har

langden V12 = 2\/5.

Kolonnerna i avbildningens standardmatris bestar av koordinaterna for bilderna av ey, e respektive es. Detta
ger matrisen

1 1 1
A=|1 2 1
a 1 2

Genom att genomfora de naturliga successiva elementira radoperationerna finner vi att A dr radekvivalent

med
1

1 1
0 1 0
0 0 2—a
Detta visar att om a # 2 sa har kolonnrummet dimension 3. Eftersom bildrummet &r detsamma som kolon-
nrummet sa dr alltsd bildrummet hela R3 om a # 2. Om a = 2 didremot si har bildrummet dimensionen 2 och
ar alltsd ett plan.
For att bestimma vilka y som ligger i virdemingden da a = 2 I6ser vi systemet

1 1 1
1 2 1 y
2 1 2 y3
Med upprepande av de elementira radoperationerna far vi
1 1 1 Y1 1 11 Y1
0 1 0 yo—y1 |~ 0 1 0 Yo — 1
0 -1 0 y3—2n 0 0 0 ys+y2—3n

Virdemingden bestidms alltsa av ekvationen y3 + yo — 3y; = 0 vilket alltsa ddrmed 4r ekvationen for det
sokta planet.

Varje vektor i det givna planet avbildas pa sig sjilv och dr dirmed en egenvektor med egenvirdet 1. Motsvarande
egenrum ir alltsa det givna planet.

Varje vektor lidngs linjen genom origo med med riktingsvektor (2, 1,1) avbildas pa nollvektorn dvs &r en
egenvektor med egenvirdet 0. Denna linje 4r alltsa egenrummet for egenvérdet 0.

Summan av dimensionerna for dess egenrum é&r alltsd 3 och eftersom matrisen &r av typ 3 x 3 kan det da inte
finnas fler egenvirden och egenvektorer.

Om vi later A vara avbildningens matris och P #r en matris dir kolonnerna ir en bas for R3 bestdende av
egenvektorer till A och D i#r diagonalmatrisen med motsvarande egenvirden, s giller A = PDP~1,

Fran (a) har vi bestimt egenrummen och egenvirdena sa vi kan ta

1 -1 2 1 0 0
P=1]0 1 1 och D=0 1 0
1 0 1 0 0 O
Vi bestdimmer sedan P~ pa vanligt sitt genom [P I] ~ [I P~1]. Detta ger oss
-1 -1
Pl = 5| -1 11
11 -1



och alltsa

1 1 -1 2 1 0 0 -1 -1 3 0 -2 2
A=PDP ' = 3 0 1 1 01 0 -1 1 1 |==-| -1 1 1
1 0 1 0 0 O 1 1 -1 -1 -1 3

(a) Vikan sitta x = Bb vilket ger oss
Ax = A(Bb) =(AB)b=1b=Db

sa systemet har alltid minst en 16sning. Dédremot kan vi inte sdga ndgot om entydighet.

(b) Om vi antar att vi har en 19sning x sa ger Ax = b att ocksda CAx = Cb dvs att /x = C'b och alltsa x = Cb.
Om det finns en 16sning sa &r det alltsd x = C'b. Det kan alltsa i detta fall finnas hogst en 16sning.

(c) Viserattmed C = (ATA)~1AT har vi CA = I. Men da r alltsd villkoret i (b) uppfyllt, vilket speciellt
alltsa att det homogena systemet Ax = 0 bara har den triviala 16sningen. Men eftersom A nu har tre kolonner
och bara tva rader finns minst en fri variabel, vilket innebdr att systemet inte bara har den triviala 16sningen.
En 2 x 3-matris kan alltsa inte ha en pseudoinvers.



