Chalmers tekniska hogskola Datum: 131019
MVE275 Linjar algebra AT
Loésningar

Del 1: Godkantdelen

1. (a) Om man later A = [Wl Wo Wg], sa dr W = Col A. Radreducerar man far man att

1 2 1 1
A=10 0 1|~ |0
5 10 5 0

S O N
O =

Vi ser da att forsta och tredje kolonnen &r pivotkolonner till A, sa w1 och wg bildar
en bas for Col A, och ddrmed ocksa for W.

SVAR: wy och ws bildar en bas for W.
(b) Vi réiknar ut A~! genom att radreducera [A 1] till [/ C], och d& &r C = A~%

102100 10 2 1 00 100 -10 2
A I]=10 14010/ ~f01 4 0 10/~[010 —41 4
101001 00 -1 -101 001 1 0 -1
SVAR
-10 2
Al=|-41 4
1 0 -1

(c) Vi far fran lineariteten av T att
T(e3) = —T(e1 — 63) + T(el) = —(—e1 — 63) + e — ey + 3es = 2e; — ey + 4es.
Anvénder vi linearitet igen far vi da att

T(e;+ex—e3)=T(e; +e2) —T(e3) =2e3 — (2e; — ey + 4ez) = —2e; + e2 — 2es.

SVAR: T(e1 +eq — 83) = —2e] + ey — 2es.

(d) For att skriva v som en linjdrkombination av uj och us vill vi l6sa ekvationssystemet
v = x1uq + zous. Motsvarande totalmatris blir

1 3 3 N 1 3 3 N 1 3 3 N 1 0 -3
-1 —4 -5 0o -1 -2 01 2 01 2|’
sa x1 = —3 och x9 = 2.

SVAR: v = —3u; + 2us.



= { utveckling ldngs forsta raden eller kolonnen } =

= { utveckling ldngs andra kolonnen } = (—2) -3 ‘ :? ; ‘

o
|
—_
O WO owoo
NN oo~ O

~(=2)3-((=5) -2~ (-1)- ) =18,
SVAR: det(A) = 18.
(f) Lat

10 00
A—L 0] ochB—[1 J.

Da ar AB=0.

SVAR: Matriserna A och B ovan uppfyller AB = 0 (men det finns manga andra
mojliga svar).

(a) Vi skriver upp totalmatrisen fér ekvationen Ax = 0:

(3 0 3 —6 30 1 0 1 —-210
A 0j=|2 -2 -2 =10 3 0|~ |2 —2 -2 =10 3 0 |~
5 4 13 210 5 4 13 210
1 0 1 -2 1017 [1 0 1 —=2 1 0]
0 -2 —4 —6 0O|~|0 -2 -4 =6 1 0|~
0 4 8 12 -4 0] |0 1 2 3 -1 0]
1 0 1 -2 1017 [1 0 1 —=2 1 0]
0 1 2 3 -10f~|0 1 2 3 -10|~
0 2 4 -6 10] |0 -2 -4 —6 1 0]
(101 —2 10 101 -200
012 3 -10f~[012 300
(000 0 30 000 010

Vi ser att tredje och fjérde kolonnerna i A inte &r pivotkolonner, och svarar alltsa
mot fria variabler, s och t, och vi far d& allménna 16sningen:

T = —x3+2x4 =—5+2t

To = —2x3 — 3y = —25 — 3t

T3 =S5

$4:t

x5—0

SVAR:

—s+ 2t —1 2
—2s — 3t —2 -3
X = =s| 1| +t|O0
t 0 1



(b)

Fran (a), ser man att kolonn 1, 2 och 51 A &r pivotkolonner, sa aj, ag, a5 ir en bas
for Col A. Alltsa ar rank A = dim Col A = 3.

Eftersom Col A ér ett 3-dimensionellt underrum till R3, s dr Col A = R3, sa vilken bas
som helst for R3 &r en bas for Col A, s& man skulle ocksé kunna ta t.ex. standardbasen
for R3.

SVAR: Vektorerna

3 0 3
a; = 2 , Ay — —2 , Az = 3
5 4 1

(eller godtycklig méngd av tre stycken linjért oberoende vektorer i R3) ir en bas for
Col A och rank A = 3.

Egenrummet for A = 2 ges av Nul(A — 21).

2 -1 6 1 -1/2 3
A-2I=12 -1 6|~ |0 0 0
2 -1 6 0 0 0

Sa xo och z3 blir fria variabler (som vi later vara 2s och t) i ekvationssystemet
(A —2I)x =0, och vi far allménna lsningen

1 -3
x=s (2| +t]| 0
0 1

Da blir v; = [1 2 O]t och vy = [—3 0 1]t tva stycken linjirt oberoende egenvek-
torer till A med egenvirde 2 (eftersom de bildar en bas fér Nul(A — 21)).
Egenrummet for A = 9 ges av Nul(A — 91).

-5 -1 6 -5 -1 6 1 -4 3 1 -4 3
A-9I=]12 -8 6|~|1 -4 3|~|0 —-19 19|~ [0 1 -1
2 -1 -1 o 7 =7 0o -7 -7 0 0 O

1 0 -1

01 -1

00 0

Sa vy = [1 1 1]t dr en bas for egenrummet for A = 9.

Eftersom vy och v &r linjart oberoende egenvektorer med egenvirde 2 och v3 egen-
vektor med egenvirde 9, sa dr {vy,ve,vs} linjirt oberoende, och dérfér en bas for
R3.

SVAR:
1 -3 1
vi=|2|,vo=1| 0| ochvy= |1
0 1 1

ir en bas for R3 bestaende av egenvektorer till A.



(b) Eftersom vy, ve dr egenvektorer till A med egenvirde 2 och v egenvektor med

egenvirde 9, sa #r allménna 16sningen till det linjara ekvationssystemet
x(t) = c1€2vy + coe®tva + cze”tvs.

For att den skall uppfylla x(0) = [2 3 1]t, skall vi da vélja c1, o, c3 sa att cyvy +

covy+c3vy = [2 3 1]t, vilket om man sétter upp motsvarande ekvationssystem ser
har 16sningen ¢y =1, ¢ =0, ¢35 = 1.

SVAR:
1 1
x(t) =e? 2| +e% |1
0 1

Vi tar fram en ortogonalbas for W med hjilp av Gram-Schmidt processen: Forst later
vi

1
u =vy = 1
L=Vi= 1|
1
I nésta steg later vi
-1 1 -1 3 2
. B =5 911 _|-5 n 31 | -2
T w2 3o | 2 0o | 2
-3 1 -3 3 0
Och slutligen later vi
—1 1 2 0
u_V_V3'u1u_V3-u2u_ —4 _;9 1 _g -2 1
ST 111'1111 u2~u22_ 3 3 0 12 2 | 1
—4 1 0 -1
SVAR:
1 2 0
1 | -2 hwe |1
u; = 0 , U2 = 9 och usg = 1
1 0 -1
bildar en ortogonalbas for W.



(b) Ortogonalprojektionen y = x*, z = x—x* ger en uppdelning x = y+z sadan att y €

W och z € W, Eftersom uy, ug, usz ir en ortogonalbas sa ges ortogonalprojektionen

av
y:xL:X.u1u1+x.u2u2—|—X.u3U3:
up - U u2 * U9 us - us
1 2 0 4/3
201 40 20,0 1| _ | o
“3lo T2l 2| T3] 1|7 |23 |
1 0 -1 2/3
och da blir
~1/3
Z=X—-Yy = 0
1/3
1/3
SVAR:
4/3 -1/3
0 0
Y= 1o | 0hz= 3
2/3 1/3

Del 2: Overbetygsdelen

5. (a) Vi far att matrisen M fo6r D relativt standardbaserna (som vi betecknar & och &3)
blir

SVAR: Matriserna M och N for D respektive I relativt standardbaserna ér:

01 00 (1J 8 8
M=|00 2 0 och N =

000 3 0 1/2 0

0 0 1/3



(b) Vi far om vi ridknar i koordinater i basen & sa far vi att:

(b)

~—

(I(D(ag + a1 + asz® + azx3))e, = N(D(ag + a1z + asx® + azz®)

Ey —
ag 00 0 O
ai 0100
= NM(a0+a1x+a2m2—|—a3m3)g3 =NM w | =001 o0
as 0 0 01

0
ai
az
as

Eftersom koordinatvektorn [O ai as ag]t i basen &3 svarar mot polynomet aix +

3

asz? + azx® ser vi da att

I(D(ag + a1z + agx® + az23)) = a1x + asx® + azx’.

P34 liknande satt far man att

ag 1 00 ag
(D(I(ag + a1 + azz®)))e, =MN | ay | =0 1 0 ay
ag 0 0 1 a9
sa,
D(I(ag + a1z + azx?)) = ag + a1x + azx’.
Vi far att matrisen for D relativt Bs och Bs blir
[ (DW)s, (D2t —1))s, (D(t*—2t)s, (D(*—3t%)p, | =
= [ (0)32 (2)32 (2t— 2)32 (3t2 - 6t)32 ] =
0 2
=[0p 2-1)s (-1)-1+2t-1))s Bt*—6t)s, ]=|0 0
00

SVAR: Matrisen blir:

o O O
O O N
S ==
w o O

O =

w o o

Om x7 och xo dr tva olika 16sningar till Ax = b, sa &r y = x; — X2 en icke-trivial

16sning till Ay = 0, sa enligt satsen om inverterbara matriser (villkor d)) &r A inte in-

verterbar. Da far vi igen av satsen om inverterbara matriser (villkor h) att kolonnerna

i A inte spanner upp R™.

Enligt satsen om inverterbara matriser (villkor k), sa dr E inverterbar, och multiplice-
rar vi dd ekvationen EF = I, med E~! fran vinster sa far vi att F = E~!. Enligt de-
finition av invers sa #ir EE~! =1 = E7'E, safarviatt EF = FEE~! = E~'E = FE.

Om A #r en n X m matris, och Nul A &r ett delrum till R*, s &r k = n. Fér definition

av nollrum, och bevis for att det ar ett delrum av R™, se Lay, avsnitt 2.8.

Se Lay, avsnitt 4.6.



