MATEMATIK
Chalmers tekniska hogskola

Tentamen

MVE275 Linjar algebra AT

Examinator: Julia Brandes,
Datum: 161025 kl. 14.00-18.00

Del 1: Godkantdelen

1. (a) Vi projicerar

punkten och linj

(b)

3
5

en blir da

pa vektorn

—_

3:145:1
1 1+1

M|

och far 1

|

—1
1

—
Il

|

Vi far alltsa matrisekvationerna

AX=B < X=A"'B oc

h

. Avstandet mellan

AY+T1=A < Y+ A '=] < VY =IT+A"

(c)
A1 5/4 94 1 5/4  9/4 1 5/4 9/4 1 0 —4
6 ) 1 0 —10/4 -50/4 0 1 5 0 1 5 |°
4
Losningen till Ax = 0 ges av x1 = 4x3 och x9 = —bzg, alltsa x = | —5 | t. Vi far alltsa
1
4 5 1
Col A = span , , Nul A = span -5
6 5 1

(d) Triangelns area &r hilften av arean av parallelogrammet som spénns upp av (3,1) och (2, —6). Sa

triangelarean &r %

vilket 4r noll om a =

(f)

4
0
-1

_ = O
O NN

NIIT—IIT4+211

co R o=

1 0
~osi—om | 01
0 0

Alltsa

3
1

2
—6

S

= 1| —18 -2 =20/2 = 10.

(e) Ekvationssystemet har en icke-trivial 16sning om det A = 0. Vi har alltsa det ({ ; _Cll ]) =a+7,
-7.
0 0 1 2 0| 0 1 0 1 2 0| O 1 0
10| ~oa [ 001 2(1/2 00 ~usma |0 1 2/1/2 0 0
0 1 L1 1 0 -1 0 0 1 o -2 —-1|] 0 -1 1
2 0] O 1 0 1 2 0 0 1 0 ]
1 211/2 0 0 ~ I 110 01 0|-1/6 2/3 -2/3
0 3| 1 -1 1 l—m-2mt | 0 0 1] 1/3 -1/3 1/3 |
0| 1/3 -1/3 4/3
0|-1/6 2/3 —-2/3
1 1/3 -1/3 1/3
1/3 -1/3 4/3
At=1 -1/6 2/3 -2/3
1/3 -1/3 1/3



2. (a) En vektor v # 0 ér egenvektor till en n X n matris A om det existerar ett tal A sa att Av = Av.

(b) Egenvérdena ges av 16sningarna till det(A — AI,,) = 0.

1-A 1 3
det 1 3-A 1
3 1 1-X

=<1—A>det([3_? 1_”)_(@([; 1—“)*3‘“([; 3_“)

—(1=-N(B=-MN1-XN=-3)-(1-2=3)+3(1-3(3-21)
=(1=NB =4 A+ X =1+ A +2+9\—24
= A% 4+ 527 44\ — 20.
Genom att testa olika rotter hittar vi A\ = 2:
—845-44+4-2—-20=0.
Vi bryter ut (A — 2):
“A3 A% £ 4N — 20 = (A — 2)(—=A% 4 3\ + 10).

Den ekvationen har 16sningar

3 /9 3 49 3 7

alltsa Ao = 10/2 =5 och A3 = —4/2 = —2.
Egenvirdena &r alltsa
M=2 =5 Az=-2
(¢) Vi vet enligt sats att det finns tre egenvektorer som ér vinkelrdtta mot varann.

(d) Vi ridknar ut de normaliserade egenvektorerna.
Egenvektor till \; = 2: Losning av (A — 2I3)v = 0:

-1 1 3 1 1 1 1 1 1 1 0 -1
11 1|~ 15141 0 2 4 |~m—myun |0 1 2~ np| 0 1 2
3 1 -1 HI—I:I_I)IH—?)H 0 -9 —4 I1—11:2 00 0 0 0 0
1
. po o 1 .
Vi far alltsa vq = 7 2
1
Egenvektor till Ay = 5: Losning av (A — 513)v = 0:
—4 1 3 0 -7 7 1 -2 1 1 0 -1
1 =2 1 | ~ 151441 T =2 1 |{~momer | 0 1 =1 | ~opgon | 01 =1
3 1 —4 IIT—IIT—-311 0 7 -7 I 1.7 0 0 0 0 0 0
1
. po ° 1
Vi far alltsa vy = 7 }

Egenvektor till A\3 = —2: Losning av (A + 2I3)v = 0:

3 1 3 1 5 1 1 5 1 1 01
'S5 1~ [ 301 3 | ~vosigsr | 0 =14 0~y | 0010
3 1 3 0 0 O 0 0 0 n—--Lir [ 0 0 O
1
. ro o 1
Vi far alltsa v = 7 0
Sa A= PDPT, dir
2.0 0 ) 1 v2 V3
D=|05 0], P=—1| -2 V2 0
00 —2 Vol 1 2 —v3



3. (a) span{vy,va,v3} ir mingden av alla linjirkombinationer av v, vo och vs.

1
(b) Sdtt by = | —1 |. Vi fixar en vektor vinkelriitt mot by genom att rikna
1
1 1 1
A\ b1 2 1
by=vo———=b;=|0|—-2| -1 [==] 2
9 = Vg b2 > X 3 3|1

En vektor vinkelrédtt mot by och by &r given genom

1 1 1 -1
V3 - b1 V3 b2 2 5 1
b3:V37 b1, b2: 1 - = -1 - = 2 = —
[[b1]]? [[b2]|? 9 3 1 614 2 1
Efter normaliseringen blir basen
( y={1 N A
Up, Uz, U3y =4 —= | — y = y =
V3 1 V6 1 V2 1
(¢) Koordinaterna blir
1 6 1 3 1 1
vuy=—2+14+3)=—, v-u=—72-243)=—, v-uo=—7(-243)=—.
6/3
Koordinatvektorn blir alltsa | 3/ V6
1/v2

4. (a) Vad hénder med standardbasvektorerna:

e >e; —»e; — 0,
€y — €3 — —€y — —€g,

ez — —e3 — e3 — e3.

Standardmatrisen till 7" dr alltsa

0 00
[ T(e1) T(ex) T(ez) |]=]0 -1 0
0 01

(b) Vi kollar om x1vy + 22vy + x3v3 = 0 har icke-triviala 13sningar:

1 3 1 1 3 1 1 3 1
2 6 2 0 0 0 01 1
2 5 1| om0 -1 =1 | TVEYET Lo oo
-1 0 2 IV=1V+l 0 3 3 0 0 0

Det finns bara tva pivotpositioner och alltsa finns det icke-triviala 16sningar. Vektorerna &dr alltsa
inte linjért oberoende.



5.

7.

Del 2: Overbetygsdelen

(a)

(a)
(b)

Vi kontrollerar att U uppfyller kriteria for att vara ett underrum:

i. Om p(z) =0 for alla x, sa &dr p(1) = p(—1) = 0, s& nollvektorn ligger i U.

ii. Tagp € U och a € R. Da ér (ap)(1) =a-p(1) =a-0 =0, och samma for (ap)(—1), sd ap € U.
ili. Tag p,g € U. Da &r (p+¢)(1) = p(1) + ¢(1) = 0+ 0 = 0, och samma for (p + g)(—1). Alltsa &r

p+qgelU.

Alltsa ar U ett underrum.
Sitt p(z) = ax® + ba? + cx + d. Villkoret p(1) = 0 ger a + b+ ¢+ d = 0, och villkoret p(—1) = 0 ger
—a+b—c+d = 0. Fyra variabler och tva uppenbart inte ekvivalenta ekvationer ger en tvadimensionella
16sningsmiingd. Tva linjirt oberoende 16sningar #r p;(z) = 22 — 1 och pa(x) = 2® — 2, som vi da
kan ta som bas for U. For att utvidga detta till en bas for V' behover vi ett polynom som uppfyller
p(1) = p(—1) #0, t.ex. ps(x) = 1. Da &r {p1,p2, p3} en bas for V. For att utvidga till en bas f6r hela

P? behover vi ett polynom som uppfyller p(1) # p(—1), t.ex. ps(x) = x. DA dr {p1, p2, p3,ps} en bas
for P3.

Falskt: Tag t.ex. u = [ (1) } och v = [ (1) }, da &r

1
|u—v|=H[ o H]=v12+12=ﬁ, men [uf — v =1-1=0.

Falskt: Vi skriver ekvationssystemet som Ax = 0. Da dr A en 7 x 9 matris, och dimensionssatsen
siger att dimNul A + dimCol A = 9. Eftersom dim Col A kan vara hogst 7, sa betyder det att
dim Nul A > 2. Men om alla lésningar &r multipler av en fix 16sning sa dr dim Nul A = 1. Motségelse!

Sant: Tag t.ex. A =14, da &r det(A) =1, och

2.0 0 0
020 0

det(24) =det | | o o o o | |=16=16-1=16-detA.
000 2

Vi har (AT)71AT =1, = (AAHT = (A"1H)TAT. Genom att multiplicera med (AT)~! fran
hogerleden far vi resultatet.

Lat méngden vara given av B = {0,b1,...,b,}, da & a0+0by +- - -4+ 0b,, = 0 en linjirkombination
som ger noll men dér inte alla koefficienter &r lika med noll. Vektorerna ar alltsa inte linjirt oberoende.



